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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Komplexitdt des Membership-Problems fiir arith-
metische Schaltkreise iiber natiirlichen Zahlen mit Addition, Multiplikation und
Division betrachtet. Diese wird in Abhéngigkeit von den im Schaltkreis vorkom-
menden Operationen untersucht. Fiir Teilmengen von {U,N,~, 4, x} gibt es be-
reits ausfithrliche Resultate von McKenzie und Wagner (2007). Wir zeigen: Der
Fall {U,N,+, x, /} ist NEXP-vollstandig, also genau wie {U,N, +, x}. Die Fille
{U,N,7,+,/} und {U,N, ™, x, /} sind PSPACE-vollsténdig, also genau wie die ent-
sprechenden Félle ohne Division. Polynomial Identity Testing (PIT) kann auf den
Fall {+, x, /} reduziert werden, wéhrend der Fall ohne Division (also {4, x}) P-
vollsténdig ist. Der Fall {U, /} ist NP-hart ({U} ist NL-vollstandig und {U, N, "} ist
P-vollstandig) und der Fall {x, /} ist PL-hart ({x} ist NL-vollstandig). Dariiber
hinaus werden weitere obere und untere Schranken angegeben.
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1 Einleitung

Stockmeyer und Meyer haben in [SM73] bereits 1973 das Aquivalenzproblem fiir For-
meln nattrlicher Zahlen (inklusive Null) definiert und untersucht. Formeln sind dabei
Ausdriicke aus natiirlichen Zahlen, Mengenoperationen (Schnitt, Vereinigung und Kom-
plement) und Addition. Die ganzen Zahlen werden als einelementige Mengen aufgefasst,
welche durch die Operationen kombiniert werden. Die Addition wird dabei elementweise
angewendet. Das Aquivalenzproblem ist die Frage, ob zwei solche Formeln die gleiche
Menge beschreiben. Die Komplexitét des Problems kann in Abhéngigkeit davon, welche
der oben genannten Operationen in der Formel verwendet wurden, untersucht werden.

Arithmetische Schaltkreise sind eine Verallgemeinerung solcher Formeln. An Stelle
von Ausdriicken werden azyklische, gerichtete Graphen zur Beschreibung von Mengen
verwendet. Den Knoten des Graphen werden entweder einelementige Mengen zugewiesen
oder eine Operation, die beschreibt, wie die Mengen aus den Vorgangerknoten zu einer
neuen Menge kombiniert wird. Ein festgelegter Ausgabeknoten beschreibt die Ausgabe-
menge des Schaltkreises.

Fiir solche Schaltkreise konnen verschiedene Entscheidungsprobleme untersucht wer-
den. McKenzie und Wagner haben 2007 in [MWO07] das Membership-Problem fiir arith-
metische Schaltkreise iiber natiirlichen Zahlen mit den oben genannten Mengenopera-
tionen sowie Addition und Multiplikation untersucht. Das Membership-Problem ist die
Frage, ob eine bestimmte Zahl in der Menge, der durch den Schaltkreis beschriebe-
nen Zahlen, enthalten ist. Es ist unbekannt, ob das allgemeine Membership-Problem
fiir Schaltkreise, die alle der oben genannten Operationen enthalten, entscheidbar ist.
Christian Glaler hat zuerst beobachtet, dass ein Algorithmus fiir dieses Problem die
Frage beantworten wiirde, ob die Goldbachsche Vermutung wahr ist.

ClaBer et al. haben 2008 in [Gla+08] das Aquivalenzproblem fiir arithmetische Schalt-
kreise untersucht und Barth et. al. haben 2017 das Emptiness-Problem (also die Frage,
ob ein gegebener Schaltkreis die leere Menge beschreibt) untersucht.

Diese Masterarbeit kann als Erweiterung der Arbeit von McKenzie und Wagner ver-
standen werden. Wir untersuchen das Membership-Problem fir arithmetische Schalt-
kreise iiber natiirlichen Zahlen, wobei zu den erlaubten Operationen die Division hin-
zugefiigt wird. Bei der Division zweier nattirlicher Zahlen ist es im Gegensatz zur Ad-
dition und Multiplikation nicht garantiert, dass die Berechnung ein Ergebnis liefert.
Die Komplexitdt des Membership-Problems wird jeweils fiir verschiedene Teilmengen
O C{U,n,~,+, x, /} der Operationen untersucht.

Wie ist diese Arbeit aufgebaut? Nachdem wir das Membership-Problem fiir
arithmetische Schaltkreise in Kapitel [2| formal definieren, untersuchen wir in Kapitel
obere Schranken fiir Membership-Probleme mit verschiedenen Operationen. Es gibt
je einen Abschnitt tiber Schaltkreise in denen jeweils eine der Operationen Komple-
ment, Addition und Multiplikation fehlt. Fiir das Membership-Problem mit allen Ope-
rationen aufler Komplement werden wir feststellen, dass es NEXP-vollstandig ist. Das
Membership-Problem ohne Addition bzw. Multiplikation ist jeweils PSPACE-vollstéandig.
Alle drei Probleme sind jeweils dquivalent zu dem entsprechenden Problem ohne Divisi-



on. Wir werden auflerdem sehen, dass die Menge der Primzahlen sich auch mit Division
nicht ohne Multiplikation ausdriicken lasst. In Kapitel [4| werden wir untere Schranken
fir Membership-Probleme mit verschiedenen Operationen zeigen. Hier werden wir se-
hen, dass es Mengen von Operationen O C {U,N, ™, +, X, /} gibt, sodass die Komplexitat
des Membership-Problems durch das Hinzufiigen der Division erhéht wiirde, sollten be-
stimmte komplexitatstheoretische Vermutungen, wie z.B. das NL # PL ist, wahr sein.



2 Grundlagen

2.1 Arithmetische Schaltkreise

In diesem Kapitel werden arithmetische Schaltkreise und ihre Ergebnismengen defi-
niert. Wir werden auflerdem das Membership-Problem definieren und eine Codierung
fiir Schaltkreise formulieren, damit wir diese als Eingabe von Algorithmen verwenden
koénnen.

2.1.1 Definition arithmetischer Schaltkreise

Definition

Sei) £ O C{U,N, 7, +, x, /} eine Menge von Operationen auf Mengen natirlicher Zah-
len. (In dieser Arbeit gehen wir von 0 € N aus.) Die Operationen U, N und ~ bezeichnen
die Vereinigung, den Schnitt und das Komplement fiir Mengen natiirlicher Zahlen. Die
Multiplikation auf den natirlichen Zahlen schreiben wir als x. Die arithmetischen Ope-
rationen o € {+, X, /} werden fir Mengen A, B C N wie folgt erweitert:

AoB =45 {c € N| es existieren a € A und b € B mit ¢ = aob}

FEin (arithmetischer) O-Schaltkreis C = (V, E, g., ) ist ein azyklischer, gerichteter
Multigraph G = (V| E), dessen Knoten jeweils Eingangsgrad 0, 1 oder 2 haben. Es sei
V C N. (Das heifst, es gibt eine totale Ordnung auf der Knotenmenge.) E = (E';m)
sei eine Multimenge mit E' C V? und einer Abbildung m : E' — {1,2}, die angibt,
wie haufig eine Kante e € E' im Graph G vorkommt. Die Knoten von G werden als
Gatter bezeichnet. Gatter mit Eingangsgrad 0 heiffen Eingabegatter. Das festgelegte
Gatter g. € V wird als Ausgabegatter bezeichnet. Die Gatter werden mit der Funktion
a:V — OUN beschriftet. Dabei gilt:

1. Fir jedes Eingabegatter g ist a(g) € N.
2. Fiir jedes Gatter g mit Eingangsgrad 1 ist a(g) = ~.
3. Fiir jedes Gatter g mit Fingangsgrad 2 ist a(g) € {U,N,+, x, /}.

FEin Gatter g mit Beschriftung a = a(g) wird auch als a-Gatter bezeichnet.
Fiir jedes Gatter g € V wird die Ergebnismenge I(g) C N berechnet. Diese ist wie
folgt induktiv definiert:

1. Fur Eingabegatter g mit Beschriftung o(g) € N ist 1(g) =aes {(9)}-

2. Fir ein Gatter g mit Beschriftung a(g) =~ und Vorganger p ist 1(g) =4.5 N\ 1(p).
Wir definieren fir —-Gatter die Vorgdngerfunktion p(g) =gey p-

3. Fir ein Gatter g mit Beschriftung a(g) = o € {U,N,+, X, /} und Vorgangern ¢
und go mit g1 < go ist 1(9) =ger 1(g1)01(g2). Wir nennen g1 den ersten und go
den zweiten Vorginger von g und definieren die Vorgingerfunktionen p1(g) =des 1

und pa(9) Zdey 9a-



I(C) =aer 1(g.) ist die Ergebnismenge des Schaltkreises C. Falls wir mehrere arith-
metische Schaltkreise gleichzeitig betrachten, schreiben wir zur Differenzierung manch-
mal Io statt 1.

Bemerkung 1. Im Fuall a(g) = o € {U,N,+, x} fir ein Gatter g gilt wegen der
Kommutativitdt der Operation o:

I(pi(9))ol(p2(g)) = I(p2(g))ol(pi(g))

Die Reihenfolge der Vorginger spielt daher keine Rolle fiir die Ergebnismenge des
Gatters.

2. Die Festlegung der Reihenfolge der Vorganger der /-Gatter durch die Numme-
rierung der Gatter scheint zundchst eine Finschrinkung zu sein, denn so ist es
nicht maoglich einen Schaltkreis zu konstruieren, in dem es zwei /-Gatler gibt, de-
ren Vorginger wechselseitig vertauscht sind. Dieses Problem ldisst sich durch die
Einfihrung eines ,Dummy-Gatters losen: Wenn wir ein Gatter g beschreiben wol-
len, dessen gewtinschter zweiter Vorgdinger go kleiner als der erste Vorgdinger g ist,
so fiihren wir ein neues /-Gatter gq mit g4 > g1 ein. Der erste Vorganger von gq ist
g2 und der zweite Vorginger von gq ist ein neues Eingabegatter e; mit a(eq) = 1.
Dann ist 1(gq) = 1(g2)/I(e1) = I(g2)/{1} = I(g2). Wir verwenden nun g; an
Stelle von go. Die Grifie des Schaltkreises dndert sich dadurch nur unwesentlich.
Damit kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass wir jeden O-Schaltkreise, den
wir zeichnen kénnen, auch formal beschreiben kénnen.

3. Wenn ein Gatter g € V mit a(g) = / als Eingangskante eine Kante (p,g) € V?
mit m((p, g)) = 2 hat, so ist pi(g) = p = pa(g).

McKenzie und Wagner beschreiben in [MWO07] (Beispiel 2.1) wie die Menge der Prim-
zahlen P als Schaltkreis dargestellt werden kann. Formal kénnen wir diesen Schaltkreis
wie folgt darstellen:

Beispiel 2.1
Sei C = (V,(E',m),«,6) ein arithmetischer Schaltkreis mit Gattern V = {0,1,...,6},
Kanten E' = {(0,2),(1,2),(2,3),(3,6),(3,4), (4,5), (5,6)} mit Vielfachheit

mie) = { 2 falls e = (3,4)

1 sonst

und Gatter-Beschriftungen o : 0 — 0,1 +— 1,2 — U, 3+ ", 4+ X, 5— 7,6 — N.



Dies ist eine Zeichnung des Schaltkreises:

0

1(0) = {0}

1(1) = {1}

1(2) = I(0) U I(1) = {0,1}

1(3) = 1(2) = {0. 1}

1(4) =1(3) x I(3) ={zy | x,y = 2}

1(5) = T(@) =P U{0,1}

1(6) = I(3)NI(5) = {0,1} N (PU{0,1}) =P

I(C) ist also die Menge der Primzahlen.

2.1.2 Das Membership-Problem

Fiir arithmetische Schaltkreise kénnen verschiedene Entscheidungsprobleme untersucht
werden. Diese Arbeit beschéftigt sich hauptséchlich mit dem Membership-Problem.

Definition
Fir O C{u,n,~,+, %, /} wird

MC(O) =4 {(C,b) | C ist ein O-Schaltkreis und b € N, sodass b € I(C)}

als das Membership-Problem fiir O-Schaltkreise bezeichnet. Wir verwenden die
Kurzschreibweise MC (o, ..., 0,) fir MC({o1,...,04.}).



An einigen Stellen werden wir auch das Emptiness-Problem fiir Schaltkreise benttigen.
Dieses wurde fiir Teilmengen der Operationen {U, N, ~, +, x } ausfihrlich in [Bar+17] un-
tersucht.

Definition
Fir O C{u,n,~,+, x,/} wird

EC(0) =45 {C| C ist ein O-Schaltkreis und I(C) = 0}

als das Emptiness-Problem fiir O-Schaltkreise bezeichnet. Wir verwenden die
Kurzschreibweise EC (o, ..., 0,) fir EC({o1,...,0,}).

Um die Entscheidungsprobleme auf ihre Komplexitdt zu untersuchen, miissen wir
sie als Eingaben von Turingmaschinen verstehen. Dafiir codieren wir einen Schaltkreis

C = (V,E, g, a) wie folgt:

Definition
Der Schaltkreis wird als Liste seiner Gatter in topologischer Reihenfolge dargestellt. Jedes
Gatter g € V' hat dabei die Darstellung:

(9,a(9),1(g))

Dabei ist [(g) die Liste der Nachfolger von g. Falls g eine ausgehende Doppelkante hat,
so wird der entsprechende Vorgdinger zweimal aufgezdihlt. Diese Liste der Gatter codieren
wir in Bits, also tber dem Alphabet {0,1}. Die Linge der Codierung in Bits schreiben
wir als |C.

Beispiel 2.2

Eine Codierung fiir den Schaltkreis aus dem obigen Beispiel ist:

(0,0,<2>),(1,1,<2>),(2,U,< 3>),
(3,7,<4,4,6 >),(4,x,<5>),(5,7,<6>),(6,Nn,<>)

Bemerkung
Der Wert |C| hdngt sowohl von der Grifle des zu Grunde liegenden Multigraphen als
auch von den Beschriftungen an den Fingabegattern ab.

Bemerkung

Die topologische Sortierung der Kanten ist méglich, weil der Graph azyklisch ist. Es
ist moglich in logarithmischem Raum deterministisch zu tberprifen, ob die angegebene
Sortierung topologisch ist. Damit kann in logarithmischem Raum deterministisch gepriift
werden, ob die Fingabe eine giiltige Codierung eines Schaltkreises ist.

2.2 Komplexititstheorie

Dieser Abschnitt enthéalt die Definitionen der Komplexitétsklassen und weiterer Begriffe
aus der Komplexitéitstheorie, die in der Arbeit vorkommen. Es wird davon ausgegan-
gen, dass Lesende mit der Landau-Notation und mit Turingmaschinen mit mehreren
Béandern (k-Band-Turingmaschinen) vertraut sind. Wir werden auflerdem einfache Aus-
sagen iiber arithmetische Schaltkreise treffen, die in Kapitel [3j und [4] an mehreren Stellen
Verwendung finden.



2.3 Komplexititsklassen

Zeitklassen DTIME(f) ist die Klasse aller Sprachen, die von einer deterministischen
k-Band-Turing-Maschine erkannt werden, die der Zeitschranke f : N — N gentigt. Dabei
muss f : N — N eine totale Funktion sein, fir die f(n) > n fiir alle n € N gilt. Die
Maschine M gentigt der Zeitschranke f, falls fiir jede Eingabe w tiber dem Eingabealpha-
bet von M, jeder Rechenweg aus maximal f(|w|) Schritten besteht. (Fiir Zeitschranken
f N — N, sodass es n € N mit f(n) < n gibt, wire die Definition nicht sinnvoll,
denn die Maschine héatte nicht mal genug Zeit, um die Eingabe vollstandig zu lesen
und festzustellen, dass das Ende der Eingabe erreicht ist.) NTIME(f) wird analog fir
nichtdeterministische Turingmaschinen definiert. In dieser Arbeit werden die folgenden
Zeitklassen verwendet:

P = [J DTIME (O(n"))
NP = L_J NTIME (O(n*))

k>1

E = DTIME (200
NEXP = J NTIME (2°0"))

k>1

Raumklassen DSPACE(f) ist die Klasse aller Sprachen, die von einer determinis-
tischen k-Band-Turing-Maschine erkannt werden, die der Raumschranke f : N — N
geniigt. Dabei muss f : N — N eine totale Funktion sein. Die Maschine M geniigt der
Raumschranke f, falls fiir jede Eingabe w tiber dem Eingabealphabet von M maximal
der Raum f(|w|) verwendet wird. Der verwendete Raum bezieht sich dabei darauf, wie
viele Felder die Turingmaschine bei Einlesen von w auf den Arbeitsbéndern verwendet.
NSPACE(f) wird analog fiir nichtdeterministische Turingmaschinen definiert. In dieser
Arbeit werden die folgenden Raumklassen verwendet:

L = DSPACE (O(log(n)))
NL = NSPACE (O(log(n)))
PSPACE = | DSPACE (O(n"))

k>1

Dabei definieren wir log : N — N als log(n) = [log,(n)] fir alle n > 0 und log(0) = 0.

Probabilistische Komplexitidtsklassen PSPACE(s) ist die Klasse aller Sprachen,
die von einer probabilistischen Turingmaschine M mit einem Eingabeband und einem
Arbeitsband im Raum s : N — N erkannt werden. Eine probabilistische Turingmaschine
ist dabei wie eine nichtdeterministische Turingmaschine definiert, fiir die aber immer



nur ein Weg verfolgt wird. Es gibt an jeder Verzweigung jeweils zwei Moglichkeiten,
die jeweils mit der Wahrscheinlichkeit % gewahlt werden. Ein Rechenweg o mit n Ver-
zweigungen hat damit die Wahrscheinlichkeit prob(a) = (3)". Die Wahrscheinlichkeit
proby(w), dass eine Eingabe w akzeptiert wird, ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten
aller Rechenwege auf denen w akzeptiert wird. Die von der probabilistischen Turingma-
schine M erkannte Sprache ist die Menge aller Worter w iiber dem Eingabealphabet,
die mit einer Wahrscheinlichkeit proby(w) > 3 akzeptiert werden. In dieser Arbeit wird
ausschlieBlich die probabilistische Raumklasse PL verwendet. Diese ist wie folgt definiert:

PL = PSPACE (log(n))

Ziahlklassen Fiir ein Alphabet ¥ ist #L die Klasse aller Funktionen f : ¥* — N,
sodass es eine nichtdeterministische Turingmaschine M gibt, die Eingaben w € »* in
logarithmischem Raum erkennt und dabei genau f(w) akzeptierende Rechenwege hat.
C_L ist die Klasse aller Sprachen A fiir die es Funktionen fy, fi € #L gibt, sodass w
genau dann in A ist, wenn fo(w) = fi(w) ist.

Polynomial Identity Testing PIT (Polynomial Identity Testing) ist das folgende
Problem: Wir betrachten die Menge der {+, x }-Schaltkreise C' iber den ganzen Zah-
len mit unbelegten Eingadngen wuq,...,u,. Wir assoziieren den Schaltkreis C' mit ei-
nem Polynom mit den Variablen z,...,x, aus Z. C' ist genau dann in PIT, wenn
I(C(xq,...,2,)) = {0} fir alle Belegungen x1,...,x, € Z ist. PZT ist die Klasse der
Probleme, die §1§;g—reduzierbar auf PIT sind.

2.4 Reduzierbarkeit

FL ist die Klasse aller Funktionen f : X7 — X3, die von einer deterministischen k-
Band-Turingmaschine mit Ausgabe im Raum O(log(n)) berechnet werden. Eine Sprache
A; C 37 ist auf eine Sprache A; C Y3 in logarithmische Raum many-one-reduzierbar,
falls es eine Funktion f € FL gibt, sodass fiir alle w € X7 gilt:

wGAlﬁf(w)eAg

Das bedeutet, wir kénnen tberpriifen, ob w € A; ist, indem wir f(w) berechnen und
priifen, ob f(w) in Ay ist. Wir schreiben dafiir A; <! A,. Falls A; <l A, und
Ay <log A} gilt, so schreiben wir A; =% A,. Es ist bekannt, dass FL unter Kompo-
sition abgeschlossen ist, und dass <!°8 reflexiv und transitiv ist.

Alle im obigen Abschnitt genannten Raum- und Zeitklassen aufier E sind unter <!°&
abgeschlossen. Das bedeutet, wenn wenn A, in der Klasse C ist und A; <! A, gilt,
dann ist auch A; in C.

Wir sagen, dass A, <!°¢-hart fiir eine Komplexititsklasse C ist, falls A; <!°¢ A, fiir
alle A; € C gilt. Falls auBerdem A, € C ist, so sagen wir, dass A, <!°6-vollstindig
fiir C ist. Ein solches <!°e-vollstéindiges Problem, kénnen wir uns als ,eines der schwie-
rigsten Probleme® in C vorstellen, denn wir kénne alle anderen Probleme aus C darauf
reduzieren.



Analog zu <!¢ definieren wir <P fiir polynomielle Zeit und <PSPACE fiir polynomiel-
len Raum. Falls klar ist, iiber welche Reduzierbarkeit < gesprochen wird, so sagen wir,
dass ein Problem A C-hart (bzw. C-vollstandig) ist, falls A <-hart (bzw. <-vollstindig)
fir C ist.

2.5 Einfache Aussagen fiir Schaltkreise

Fir @ # O; € Oy C {U,N, 7,4+, X, /} konnen wir jeden O;-Schaltkreis als einen O,-
Schaltkreis auffassen. Daher erhalten wir folgendes Lemma, mit dem sich Aussagen tiber
die Schwierigkeit von M C(O;) und M C(O,) aufeinander iibertragen lassen:

Lemma 2.3
Seien ) # O1 C Oy C{U,N, 7,4+, X, /} und C eine Komplexititsklasse. Dann gilt:

1. MC(Oy) <2¢ MC(0s)
2. Wenn MC(Oy) <%_hart fiir C ist, so ist auch MC(Oy) <1°-hart fiir C.
3. Wenn MC(Os) € C und C unter <! abgeschlossen ist, so ist auch MC(O;) € C.

Beweis. 1. MC(O;) C MC(QOy). Das heifit, M C(O;) kann mit der Identitétsfunktion
auf MC(Os) reduziert werden.

2. Sei A € C. Dann ist A <l MC(O,) Es gilt MC(O;) <l MC(O,). Da <l°s
transitiv ist, ist damit auch A <6 MC(O,).

3. Es sei MC(0O,) € C. Wegen MC(O;) < MC(O,) und der Abgeschlossenheit
von C unter <°¢ist damit auch MC(O;) € C.
[

2.6 Alternierende Maschinen

Alternierende Maschinen sind ein Modell fiir Parallelrechner. Wir werden an einigen
Stellen in Kapitel [3| alternierende Maschinen verwenden, um das Membership-Problem
fiir verschiedene Mengen von Operationen zu l6sen. Dabei werden wir die Frage, ob eine
natiirliche Zahl x Element der Ergebnismenge eines Gatters g ist beantworten, indem
wir raten aus welchen Zahlen x; und x5 berechnet wurde und parallel tiberpriifen, ob x;
in der Ergebnismenge von p;(g) und z in der Ergebnismenge von po(g) liegt.

Definition

Formal ist eine alternierende Maschine eine nichtdeterministische Turingmaschi-
ne, deren Zustdinde entweder als akzeptierend, ablehnend, existenziell oder universell
gekennzeichnet sind.

Zu einer alternierenden Maschine M und einer Eingabe x wird der Berechnungs-
baum fj/(z) definiert, dessen Knoten Konfigurationen von M sind. Die Konfiguratio-
nen enthalten jeweils die Bandinhalte, Kopfpositionen und den Zustand von M in einem



Takt. Die Wurzel von () () ist die Startkonfiguration von M bei Eingabe . Jede Kon-
figuration in By (x) ist iiber gerichtete Kanten mit ihren Nachfolgekonfigurationen ver-
bunden. Konfigurationen werden dabei entsprechend ihrem Zustand als akzeptierend,
ablehnend, existenziell oder universell bezeichnet. Ein akzeptierender Teilbaum [
von [y(z) enthélt

o die Wurzel von Sy (z),
o fiir jede existenzielle Konfiguration in 3 genau eine Nachfolgekonfiguration,
o fiir jede universelle Konfiguration in  alle Nachfolgekonfigurationen

und jedes Blatt von f ist eine akzeptierende Konfiguration.

M akzeptiert x genau dann, wenn ()(z) einen akzeptierenden Teilbaum hat. Die
Menge der von M akzeptierten Worter schreiben wir als L(M).

Die akzeptierenden, ablehnenden und existenziellen Zustande entsprechen also den
Zusténden einer nichtdeterministischen Turingmaschine. Die universellen Zustéande er-
weitern das Modell.

M akzeptiert die Sprache L(M) in Zeit t : N — N, falls es fiir jedes z € L(M)
einen akzeptierenden Teilbaum von [y (z) mit Tiefe < ¢(|x|) gibt.

Die Komplexitatsklasse ATIME(¢) ist die Menge aller Sprachen L, die von einer
alternierenden k-Band-Turingmaschine in Zeit ¢ : N — N akzeptiert werden.

Eine Funktion s : N — N heifit raumkonstruierbar, falls es eine deterministische
k-Band-Turingmaschine gibt, die auf allen Eingaben der Form 1™ hélt und dabei genau
den Raum s(n) verwendet. Durch Simulation aller Pfade der Turingmaschine lésst sich
beweisen:

Satz 2.4
Fiir raumkonstruierbare s : N — N mit s(n) > n fir alle n € N gilt:

ATIME(s) € DSPACE(s)
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3 Obere Schranken

In diesem Kapitel untersuchen wir obere Schranke fiir Membership-Probleme mit ver-
schiedenen Operationen. Dabei betrachten wir in je einem Abschnitt Membership-Pro-
bleme ohne Addition, ohne Komplement und ohne Multiplikation. Dadurch, dass wir
jeweils eine Operation weglassen, wird das Membership-Problem jeweils einfach genug,
um es durch einen Algorithmus zu l6sen.

3.1 Schwierigkeit bei allgemeinen Schaltkreisen

Das allgemeine Problem MC{U,N,~,+, x,/} lésen wir in dieser Arbeit nicht. Wir
kénnen nach Lemma MC{u,Nn,7, 4, x} in logarithmischem Raum darauf many-
one-reduzieren. McKenzie und Wagner haben in [MWO07]| (Beispiel 2.2) bewiesen, dass
sich die Goldbachsche Vermutung darauf zuriickfiihren lasst. Diese Vermutung ist eine
sehr bekannte, unbewiesene Aussage aus der Zahlentheorie.

Definition
Die Goldbachsche Vermutung besagt, dass jede gerade Zahl gréfier als 2 sich als Summe
zweier Primzahlen darstellen ldsst.

Der von McKenzie und Wagner konstruierte Schaltkreise berechnet die Menge
Megotdbach =def (N=2 x {2}) N (P +P)

wobei N=2 die Menge der natiirlichen Zahlen groBer 2 sei. Wir haben in Beispiel
bereits gesehen, wie N2 und P durch Schaltkreise dargestellt werden kénnen. (N=2
war in dem Beispiel die Ergebnismenge des Gatters 3.) Die Goldbachsche Vermutung
ist genau dann wahr, wenn Mgyapecn leer ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn 0 €
{0} X Mgoigpac, und das lésst sich als Instanz von MC{U,N, ™, +, x} formulieren. Ein
Algorithmus fir MC{U,N, ™, +, x} konnte also insbesondere verwendet werden, um zu
berechnen, ob die Goldbachsche Vermutung wahr ist.

3.2 Schaltkreise ohne Multiplikation

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie sich das Membership-Problem fiir arithme-
tische Schaltkreise ohne Multiplikation auf alternierenden Maschinen losen lésst. Dafiir
bendtigen wir zunachst zwei technische Hilfsaussagen.

Glafler et al. stellen in Proposition 1 aus [Gla+08] fest, dass es fir {U,N,~,+}-
Schaltkreise eine Schranke gibt, ab der entweder alle Werte durch den Schaltkreis be-
schrieben werden oder keine. Diese Eigenschaft bleibt erhalten, wenn wir auch /-Gatter
erlauben. Formal erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 3.1
Sei C' ein O-Schaltkreis mit O # O C {U,N,~,+,/}. Dann gibt es ein n < 21° + 1,
sodass fiir alle z > n gilt:

ze€l(C) & nellC)
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Beweis. Wir fiihren eine Induktion iiber die Struktur von C'. Sei dabei C,; der Schaltkreis,
der aus C' entsteht, wenn man g als Ausgabegatter verwendet und alle Gatter, von denen
aus g nicht erreichbar ist, entfernt. Wir zeigen, dass es fiir alle Gatter g ein n, < 2/%l 41
gibt, sodass fiir alle z > n, gilt:

z€1(g9) & ngel(g)

Das Lemma folgt dann, indem man diese Aussage auf das Ausgabegatter von C' anwen-

det.

TA:

IV:

IS:

Sei g ein Eingabegatter. Dann enthélt C, nur das Gatter g und es gilt I(g) =
{a(g)}. Sei n, = 2/%| +1. Fiir alle z > n, gilt dann z > 2/C%l 41 > 2lelalo)+1 41 >

a(g) und z ¢ I(g).

Sei g ein Gatter aus C' mit Vorgingern. Die Aussage sei fiir p(g) bzw. p;(g) und
pa2(g) bereits bewiesen.

Wir zeigen zunéchst die folgende Hilfsaussage: Fiir alle Gatter g, sodass a(g)
eine zweistellige Operation ist, gilt 1y, () + Npyg) < 2190 + 1.
Beweis der Hilfsaussage:

Npi(g) + Mpa(g) < (2@ 1) 4 (21920 11) (nach IV)
= 2l% 0| 4 9ICnwl 4 2
S 2 . Qmax{‘cpl(g)lvlcpz(g)‘} + 2
= 9maz{[Cpy () |Cpy() I+ 9
= 9maa{|Cpy(9)hCra (0 }4+2 /9 4 9
< 2%l /2 42 (siehe unten)
< 2/%l 1 (wegen |Cy| > 1)

Die vorletzte Ungleichung gilt, weil zur Konstruktion von Cj aus Cy, () und Cp, )
zwei Kanten (oder eine Doppelkante) hinzugefiigt werden miissen. Dadurch hat die
Codierung von C, mindestens zwei Zeichen mehr als die Codierungen von Cj, (4
und C), (4. Damit ist die Hilfsaussage bewiesen.

Fall 1: Es gilt a(g) = U.

Sei ng =dey MaT{Np, (g), Nps(g)} Und 2 = 1.

zel(g) e zel(pg)Vzel(pg))
© Ny () € 1(P1(9)) V Npa(g) € 1(p2(g)) (nach IV)
& ny € 1(pi(g)) V ng € 1(pa(g)) (nach IV)
(

< ng € I(pi(g)) UI(p29))
& ny € 1(g)
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Nach der Hilfsaussage gilt: ng = maz{ny, ), Mps(9)} < Mopr(g) + Mpa(g) < 2! + 1.
Fall 2: Es gilt a(g) = N. (analog zu Fall 1)
Fall 3: Es gilt a(g) =
Sei ng =gey Np(g) und z > ny. Dann gilt:
2 €1(g) & 2 ¢ 1(p(9) < 1y & 1(p(9)) & ny € 1(p(9)) & ny € 1(g)
Es gilt: ng = ny(g) < 21%@l 41 <2100 4+ 1.
Fall 4: Es gilt a(g) = +.
Sei g =gef Np,(g) + Npa(g) Und 2z > ny. Nach der Hilfsaussage gilt:

c
Ng = N, (g) T Npa(g) < 2%l +1

Fall 4 a: Es sei ny, g ¢ I(p1(g)) und ny,g) & 1(p2(9)).

Dann gilt: I(pi(g)) C [0,np,(g) und 1(p2(g)) < [0, np,(g))- Also ist
I(g) = I(p1(g)) + I(p2(9)) [07np1(g) + npz(g)) = [Ovng)

Das heift, fiir alle z > n, ist z ¢ I(g).

Fall 4 b: Es sei ny, () € 1(p1(g)) und ny,q) & 1(p2(9))-
Falls I(p2(g)) leer ist, dann gilt die Aussage offensichtlich. Sei nun I(ps(g)) nicht

leer. Dann existiert a € I(p2(g)). Nach IV gilt a < n,,(4). Also gilt fir alle z > ng:
(2 =) > (npy(g) + Mpa(9) = Mpa(9) = M (o)
= (2 —a) € I(p1(g)) (nach IV)
= z=(z—a)+acl(plg)+1(pAg)) = I(9)

Fall 4 c: Es sei ny, () € 1(p1(g)) und ny,q) € 1(p2(g)). (analog zu Fall 4 b)

)
Fall 4 d: Es sei np, ) € 1(p1(g)) und ny,q) € I(p2(g)).
Sei z > ngy. Dann ist (2 —np, () = ng — npl(g) N (g) Und damit z = ny, ) + (2 —

Ny (g)) € 1(p1(9)) + I(p2(g)) = I(g) nach TV.
Fall 5: Es gilt a(g) = /.
Sei ng =gey Np, (g)- Nach der Hilfsaussage gilt:
Mg = Npy(g) < Npy(g) + Npag) < 219 + 1

Fall 5 a: Es sei ny, ) ¢ 1(p1(9))
Dann gilt I(p1(g)) € [0,7np,(g)) nach IV und damit:

I(g) = I(p:(9))/1(p2(g)) € [0,np,(9)) = [0,74)
Also ist z ¢ I(g) fiir alle z > n,,.
Fall 5 b: Es sei n,, ) € 1(p1(g))-
Falls I(p2(g)) € {0} ist, dann ist I(g) leer und die Aussage gilt offensichtlich. Sei

nun I(p2(g)) € {0}. Dann gibt es a € I(p2(g)) mit a > 0. Fir alle z > ng ist za >
Ng = Np,(g)- Damit ist za € I(pi(g)) nach IV und z = za/a € I(p:(g))/1(p2(9)) =

I(g).
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Folgerung 3.2 Sei C' ein O-Schaltkreis mit ) # O C {U,N,~,+, /}. Dann gilt fir alle
z > 210 4 1;
zeI(C) & 2% +1e1(0)

Beweis. Sei n wie in Lemma und z > 2/ +1 > n. Dann gilt:
zel(lC) & nellC) & 2%9+1€1(0)
O

Damit kann das Membership-Problem fur {U, N, ™, +, /}-Schaltkreise auf alternieren-
den Maschinen gelost werden. Wir werden fir eine Eingabe (C,b) priifen, ob es Werte
x € I(g) fiir die Gatter g gibt, die b € I(C) beweisen. Dabei verwenden wir Folge-
rung (3.2, um die Grofle der Werte x auf O(|C|) Bits zu beschranken: Falls ein Wert
x zu groB ist, kénnen wir 2I°l 4- 1 € I(g) statt x € I(g) priifen. Damit erhalten wir
einen Algorithmus, der in polynomieller, alternierender Zeit arbeitet. Fiir Schaltkreise,
die auch die x-Gatter enthalten, funktioniert dieser Ansatz nicht, da die Werte in den
Ergebnismengen zu grofl werden kénnen.

Satz 3.3
Fir alle ) # O C{U,N,~,+,/} gilt MC(O) € PSPACE.

Beweis. Nach De Morgan gilt:
MC(U7 m77’ +’ /) E:’(T)'Lg MO(U’ 7’ +7 /)

Algorithmus (1| l6st das Problem MC(U,™,+,/) fiir giltige Eingaben (C,b) mittels
einer alternierenden Maschine.

Algorithm 1 Algorithmus fiir Schaltkreise mit Vereinigung, Komplement, Addition
und Division
Eingabe: (C,b)

1: Seim=2¢+1 g=gc,z=0bund t = 1.

2: while a(g) ¢ N do

3: if £ > m then

4: Sei x = m.

5: end if

6: // Falls t == 1 teste x € I(g) und falls t == 0 teste = ¢ I(g).
7 if a(g) ==~ then

8: Sei g =p(g) und t =1 —¢.

9: else if a(g) == U und t == 0 then
10: Setze mittels universellem Zustand parallel g = p;(g) und g = pa(g).
11: else if a(g) == U und t == 1 then
12: Rate i € {1,2}.
13: Sei g = pi(g).

14: else if a(g) ==+ und t == 1 then
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15: Rate bitweise ein binér codiertes a € [0, 2] N N.
16: Setze mittels universellem Zustand parallel (z,g) = (z—a,pi(g)) und (x,g) =

(a,p2(9))-
17: else if a(g) == + und t == 0 then

18: Setze mittels universeller Zusténde a parallel auf jeden Wert aus [0, 2] N N.

19: Rate i € {0,1}.

20: if i == 0 then

21: Sei (z,9) = (v — a,p1(9))

22: else

23: Sei (l’,g) = <a7p2(g))

24: end if

25: else if a(g) == / und t == 1 then

26: Rate bitweise ein binér codiertes a € [1, m] N N.

27 Setze mittels universellem Zustand parallel (z,g) = (a-z,p1(g)) und (z,g9) =
(0. 2(9)).

28: else if a(g) == / und t == 0 then

29: Setze mittels universeller Zustande a parallel auf jeden Wert aus [1, m] N N.

30: Rate i € {1, 2}.

31: if i == 0 then

32: Sei (z,9) = (a-z,p1(9))

33: else

34: Sei (,g) = (a,pa(9))-

35: end if

36: end if

37: end while

38: // g ist ein Eingabegatter.

39: if t == 1 then

40: Akzeptiere, falls x == a(g) gilt. Andernfalls lehne ab.
41: else

42: Lehne ab falls z == a(g) gilt. Andernfalls akzeptiere.
43: end if

Wir wollen zunéchst die Korrektheit von Algorithmus (1| zeigen. Sei C' ein {U, 7, +, /}-
Schaltkreis und b € N. Sei 3,,(C,b) der Berechnungsbaum des Algorithmus bei Eingabe
(C,b). Wir wollen zeigen, dass 53,(C,b) genau dann einen akzeptierenden Teilbaum hat,
wenn b € I(C) gilt. Fiir ein Gatter ¢' aus C, 2’ € N und ¢’ € {0,1} sei (¢, 2',t') ein
Teilbaum von fy,(C,b) ab einem Zeitpunkt zu dem die Variablen g, z und ¢ die Werte
¢, © und t" angenommen haben. 5(¢’,2’,t') kann mehrfach in £,,(C,b) vorkommen.
B(g',2',t') ist dennoch eindeutig bestimmt, da alle Vorkommen identisch sind. Sei au-
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Berdem:

1 falls2’ € I(¢') und t' =1
A(g, 2" t) =aep § 1 fallsa’ ¢ I(¢)) und ¢/ =0
0 sonst

Wir zeigen induktiv iiber die Struktur von C, dass A(¢’, 2, t') genau dann 1 ist, wenn
B(g',x',t') einen akzeptierenden Teilbaum hat.

IA: Sei ¢’ ein Eingabegatter. Dann wird der Algorithmus Zeile erreichen und ak-
zeptiert genau unter den Bedingungen unter denen auch A(¢’,2’,t') = 1 gilt.

IV: Sei ¢’ ein Gatter aus C' mit Vorgédngern, sodass die Aussage fiir alle z € N und fiir
alle t € {0,1} und p(g’) bzw. pi(¢') und p2(¢’) gilt.

IS: Sei 2/ € Nund ¢t € {0,1}. O.B.d.A. sei 2’ < m = 2/°l 4 1. Sonst wird in Zeile 4| z
der Wert m zugewiesen. Nach Folgerung [3.2] gilt:

elld)emelld)

Falls also ' > m gilt, ist A(¢’,2',t') = A(¢’,m,t’) nach Folgerung 3.2l Der Algo-
rithmus macht in dieser Zeile keine Verzweigungen. Daher ist (g’,m,t') ein Teil-
baum von B(¢’,2’,t'), der genau dann einen akzeptierenden Teilbaum hat, wenn
B(g',2',t') einen hat.

Fall 1: Es gilt a(¢’) = ~. Der Algorithmus setzt in Zeile |8 ohne Verzweigungen
(g,z,t) = (p(¢’), 2,1 —t'). Daher hat 5(¢',2’,t') genau dann einen akzep-
tierenden Teilbaum, wenn 5(p(¢'),z’,1 — t') einen akzeptierenden Teilbaum
hat. Es gilt:

falls ' € I(¢') und ¢’ =

falls 2’ ¢ I(¢') und t' = 0

sonst

falls 2’ ¢ I(p(¢')) und 1 —¢' =0
falls 2 € I(p(¢')) und 1 —¢' =1
sonst

= A(p(g), 2", 1 -t

Nach IV hat 5(p(¢’), 2, t') genau dann einen akzeptierenden Teilbaum, wenn
A(p(g'), 2, t') = 1 gilt. Daher hat 3(¢, 2’, ') genau dann einen akzeptierenden
Teilbaum, wenn A(¢', 2',t') =1 gilt.

Fall 2: Es gilt a(¢’) == U und ¢’ = 0. Der Algorithmus erreicht Zeile [L0jund ist in ei-
nem universellen Zustand. (g, z, t) wird parallel von (¢’, 2/, t') auf (p;(¢'), «’, ')

A(g, o' t) =

O = = O =
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Fall 3:

Fall 4:

und (p2(¢'), 2',t') gesetzt. B(¢',2’,t') hat also genau dann einen akzeptieren-
den Teilbaum, wenn B(p;(¢'),2’, ') und B(pa(g’),2’,t’) einen akzeptierenden
Teilbaum haben. Es gilt:

falls 2’ ¢ I(q’)
sonst

falls 2’ ¢ I(p1(¢")) und 2’ ¢ I(p2(g'))

sonst

falls A(p1(g'),2',t') =1 und A(p2(¢'),2',t') =1
sonst

Alg, ' 1) = {
:
|

Damit folgt nach IV, dass (¢, 2,t') genau dann einen akzeptierenden Teil-
baum hat, wenn A(¢’, 2',t') =1 gilt.

Es gilt a(¢’) == U und ¢/ = 1. Der Algorithmus erreicht Zeile und
ist in einem existenziellen Zustand. (g, z,t) wird parallel von (¢’,2’,t") auf
(p1(¢"),2',t') und (p2(g’), o', t') gesetzt. B(¢',2',t') hat genau dann einen ak-
zeptierenden Teilbaum, wenn 3(p1(¢'), ', t') oder B(pa(g'), 2’,t’) einen akzep-
tierenden Teilbaum haben. Es gilt:

SO = O = O

; oan )1 fallsa’ € I(g)
A(g,x,t)—{ 0 sonst

[ 1 falls 2’ € I(pi(g')) oder 2’ € I(pa(g'))
] 0 sonst

|1 falls A(pi(¢'), 2/, t') = 1 oder A(pa(¢'), o', t') =1
1 0 sonst

Damit folgt nach IV, dass (¢, 2’,t') genau dann einen akzeptierenden Teil-

baum hat, wenn A(¢’, 2',t') =1 gilt.

Es gilt a(¢’) == + und ¢’ = 1. Der Algorithmus erreicht Zeile 15} (¢, 2',t')
hat fiir jedes a € [0,2'] N N einen Teilbaum £(p;(¢’), 2" — a,t’) und einen
Teilbaum 5(p2(g’), a,t"), welche durch eine Kette von existenziellen Zustanden
und einen universellen Zustand erreicht werden. 5(¢’,2’,t') hat also genau
dann einen akzeptierenden Teilbaum, wenn es ein a € [0, 2] NN gibt, sodass
B(p1(g’), " —a,t’) und B(p2(g’), a,t’) einen akzeptierenden Teilbaum haben.
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Fall 5:

Fall 6:

Ap1(¢'), 2" —a,t') =1 und A(p2(g'),a,t’) =1
0 sonst

;oo |1 fallsa’ € I(¢)
A(g’x’t)_{() sonst
1 fallsJa e N:2' —a € I(pi(g)) und a € I(ps(g))
| 0 sonst
1 falls3a e [0,2]NN:2" —ae I(pi(g)) und a € I(p2(9))
| 0 sonst
{ 1 falls Ja € [0,2/] NN :

Nach IV hat (¢’,2',t') daher genau dann einen akzeptierenden Teilbaum
hat, wenn A(¢',2',t') =1 gilt.

Es gilt a(¢") == + und ¢ = 0. Die Aussage ldsst sich analog zu Fall 4 zeigen.
Dabei sind universelle und existenzielle Zustdnde, der Quantor und ,und®
und ,oder” jeweils vertauscht.

Es gilt a(g’) == / und ¢’ = 1. Der Algorithmus erreicht Zeile B(g', ' t)
hat fiir jedes a € [1,m] NN einen Teilbaum S(p1(¢'),a - ,t') und einen Teil-
baum [(p2(g'),a,t’), welche durch eine Kette von existenziellen Zustanden
und einen universellen Zustand erreicht werden. 5(¢’,2’,t') hat also genau
dann einen akzeptierenden Teilbaum, wenn es ein a € [1,m] NN gibt, sodass
B(p1(g'),a- ' t') und B(pa(g’),a,t’) einen akzeptierenden Teilbaum haben.

;o) 1 fallsa’ € I(g)
A<g’$’t){0 sonst

|1 fallsJa e Nt :a-2" € I(pi(¢')) und a € I(p2(g'))
1 0 sonst

Nach Folgerung [3.2] gilt fir a > m:
a-z' € 1(pi(g) & m-2" € I(pi(g))

und
a € I(pa(g") & m € I(pa(g))
Dabher ist:
e / ’
Alg 2 1) = falls Ja € [I,m]NN:a-2' € I(pi(¢)) und a € I(p2(g"))

sonst

falls Ja € [1,m] NN :
= A(g a-x,t')=1und A(¢,a,t') =1

_ O

0 sonst

Nach IV hat g(¢',2',t') daher genau dann einen akzeptierenden Teilbaum
hat, wenn A(¢',2',t") =1 gilt.
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Fall 7: Es gilt a(¢’) == / und ¢’ = 0. Die Aussage lasst sich analog zu Fall 6 zeigen.

Das heifit, der Berechnungsbaum /(gc, b, 1) hat genau dann einen akzeptierenden
Teilbaum, wenn A(gc,b,1) = 1. Das ist genau dann der Fall, wenn b € I(g¢) =
I(C). Damit haben wir bewiesen, dass der Algorithmus korrekt ist.

Es verbleibt zu zeigen, dass der alternierende Algorithmus nur polynomielle Zeit
benotigt. Die Variable g nimmt auf jedem Pfad von der Wurzel von £,,(C,b) zu einem
Blatt den Wert jedes Gatters aus C' maximal einmal an, weil C' azyklisch ist. In je-
dem Schleifendurchlauf &ndert sich g. Daher liegt die Anzahl der Schleifendurchléufe in
O(|C)). Die Laufzeit eines Schleifendurchlaufs liegt in O(]C|?). Daher liegt die Laufzeit
von Algorithmus |1 in O(n?), wobei n die GroBe der Eingabe (C,b) ist. Nach Satz
ist ATIME(n?®) C DSPACE(n?). Die Giiltigkeit der Eingabe kann in deterministischem
logarithmischem Raum tiberpriift werden.

= MC(U,”,+,/) € DSPACE(n*) C PSPACE

Korollar 3.4
MC(uU,N,~,+,/) und MC(U,N,+, /) sind <\°-volistindig fiir PSPACE.

Beweis. McKenzie und Wagner erkldren im Beweis von Lemma 5.1 aus [MWO07] wie das
Erfullbarkeitsproblem fiir quantifizierte boolesche Formeln (QBF) in logarithmischem
Raum auf MC(U,N,+) many-one-reduziert werden kann. QBF ist bekanntlich <!°&-
hart fir PSPACE. Mit Lemma [2.3] erhalten wir:

QBF <% MC(U,N,+) <% MC(U,N,+,/) <% MC(U,N, ", +, /)

Damit sind MC(U,N,~,+, /) und MC(U,N, +,/) <% hart fiir PSPACE. Mit Satz
erhalten wir die PSPACE-Vollstandigkeit. O

Damit reihen sich MC(U,N,~,+,/) und MC(U,N,+,/) in die Liste der PSPACE-
vollstandigen Membership-Probleme ein. McKenzie und Wagner haben in [MWO07] die
PSPACE-Vollstandigkeit von MC(U, +, x), MC(U,N,~,+), MC(U,N,+),

MC(U,N,~, x) und MC(U,N, x) bewiesen. Wir werden im Laufe dieser Arbeit (siche
Abschnitt [3.7] und noch weitere Membership-Probleme mit Division zu dieser Liste

hinzufiigen.

3.3 Keine Primzahlen ohne Multiplikation

Aus Folgerung erhalten wir noch ein weiteres interessantes Resultat: Wie wir bereits
wissen haben McKenzie und Wagner in [MWO07] beschreiben, wie sich die Menge der
Primzahlen P durch einen {U, N, ~, x }-Schaltkreis beschreiben ldsst und konnten damit
auch die Goldbachsche Vermutung als Membership-Problem ausdriicken. Wir kénnen
nun beweisen, dass {U,N,”, 4, /}-Schaltkreise nicht geeignet sind, um die Primzahlen
auszudriicken. Dafiir treffen wir zunachst folgende Feststellung iiber die Struktur der
von {U,N, ™, +, /}-Schaltkreisen beschriebenen Mengen:
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Korollar 3.5
Sei A C N mit A und A unendlich. Dann gibt es keinen {U,N, ™, +, /}-Schaltkreis C mit
I(C) = A.

Beweis. Angenommen es gibt einen solchen {U, N, ™, +, /}-Schaltkreis C. A und A sind
unendlich. Also gibt es a € A mit a > 2/ + 1 und b € A mit b > 2/°l + 1. Durch
doppeltes Anwenden von Folgerung [3.2] erhalten wir:

acA=1C)=2+1eI(C)=becI(C)=A

b ist aber in A. Dies ist ein Widerspruch. Also kann ein solcher Schaltkreis C' nicht
existieren. ]

Da sowohl P als auch P\ N unendlich sind, folgt:

Folgerung 3.6 FEs gibt keinen {U,N,~, +, /}-Schaltkreis C' mit I(C) = P.

3.4 Schaltkreise ohne Komplement

Zum Losen des Membership-Problems fiir Schaltkreise ohne Komplement, machen wir
uns zu nutze, dass die vom Schaltkreis berechneten Mengen endlich und nach oben
beschrankt sind. Das folgende Lemma beschreibt die oberen Schranken:

Lemma 3.7
Sei C' ein O-Schaltkreis mit O # (.

1. 0C{u,n+/} = I(C) C 0,2
2.0 C{un+x,/} = I(C)c[0,22]
Beweis. 1. I(C) ist endlich. Damit folgt die Behauptung direkt aus Folgerung

2. Sei C ein {U,N,+, x, /}-Schaltkreis. Wir zeigen I(C') C {O,QzlcC] per Induktion
tiber den Aufbau von C. Sei wieder C; der Schaltkreis, der aus C' entsteht, wenn
man g als Ausgabegatter verwendet und alle Gatter, von denen aus g nicht erreich-
bar ist, entfernt.

IA: Sei g ein Eingabegatter. Dann gilt 1(g) = I(a(g)) und log(a(g)) < |Cy| <
22!,

c,.
,22| o fiir alle

IV: Sei g ein Gatter mit Vorgingern, sodass I(p;(g)) C [0
i€ {1,2} gilt.
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IS: Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit sei max(pi(g)) > max(p2(g)) > 2.
Dann gilt

max(I1(g)) < (max(pi(g)))?

2
C,

< (22’ pl(g)|> (nach IV)

(2’Cp1(g>|+2|cp1<.q)|>

(I 0] +1)

=2

— 92

< 22|Cp(g) |

und damit I(g) C {O,Qﬂcﬂ.

3.5 Schaltkreise ohne Komplement und Vereinigung

In Schaltkreisen ohne Komplement und Vereinigung sind die zu den Gattern berechneten
Mengen immer héchstens einelementig. Wir konnen die Mengen zu den Gattern daher
einfach ausrechnen.

Satz 3.8 1. Fir alle O C{N,+,/} gilt MC(O) € P.
2. Fir alle O C{N,+, x,/} gilt MC(O) € E.

Beweis. 1. Sei C' ein O-Schaltkreis und b € N. Wir wollen (C,b) € MC(O) priifen.
Fiir jedes Gatter g aus C gilt #1(g) < 1 und fiir alle n € I(g) gilt n < 2/¢ gemiB
Lemma (1). Also kann I(g) in |C| Bits gespeichert werden. Berechne I(C)
iterativ durch Berechnung von [(g) fiir jedes Gatter g. Suche in jeder Iteration ein
Gatter g mit Vorgingern gy und g;, sodass I(gg) und I(g;) bereits berechnet sind
und berechne daraus 1(g). I(g) lasst sich in Polynomialzeit berechnen. Wiederhole
dies so lange, bis I(g¢) fiir das Ausgabegatter go berechnet wurde. Da ist Anzahl
der Gatter durch |C| nach oben beschrankt ist, wird insgesamt nur polynomielle
Zeit zur Berechnung der Menge I(gc) bendtigt. Priife nun b € I(gc) = I(C).

2. Analog zu (1) mit Lemma [3.7 (2).
[

Uberlegungen zu MC(N, +, x, /) mittels alternierender Maschinen Bei der Er-
stellung dieser Arbeit gab es den Ansatz MC(N,+, X, /) in alternierender polynomi-
eller Zeit zu l6sen, der nicht zum Erfolg gefithrt hat: Mit einer alternierenden Ma-
schine ist es moglich fur einen {N,+, x, /}-Schaltkreis C' Primzahlen p bis zu einer
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Grofe von O(2%4€!) zu raten. Die Ergebnismengen der Gatter werden jeweils modu-
lo p gespeichert. Dafiir sind O(2|C|) Bits pro Gatter ausreichend. Die Maschine soll
(f mod p) € {emodp | e € I(g)} statt f € I(g) fiir alle solchen Primzahlen parallel
prifen und nur akzeptieren, wenn die Tests fiir alle solchen Primzahlen erfolgreich sind.
Falls das moglich ist, kann mit dem Chinesischen Restsatz bewiesen werden, dass es nur
cine Zahl b < 22 gibt, fiir die der Algorithmus (C,b) akzeptiert. Dieser Ansatz hat fiir
/-Gatter zwei Probleme:

1. Die alternierende Maschine kann modulo p nicht iiberpriifen, ob fiir zwei Zahlen
x1 und x9, die beide durch p teilbar sind, x; durch x, teilbar ist. Das Ergebnis
von x1/xy modulo p ist in diesem Fall nicht definiert, denn x; = x5 X a gilt
modulo p fur alle nattirlichen Zahlen a. Dieses Problem lasst sich 16sen, indem fiir
alle Primzahlen, die im Schaltkreis als Primfaktoren vorkommen, akzeptiert wird.
Mit dem Chinesischen Restsatz lasst sich zeigen, dass die Eindeutigkeit von b mit
I(C) = {b} garantiert ist, falls b modulo p fiir 2!°! viele verschiedene Primzahlen
gegeben ist. Dies ist garantiert der Fall, weil wir Primzahlen bis zur Groe O(22¢1)
raten.

2. Die ganzen Zahlen modulo p entsprechend dem endlichen Korper F,. In diesem
Korper hat jede Division, bei der nicht durch die Null des Korpers geteilt wird,
ein Ergebnis. Wir betrachten folgendes Beispiel:

Es gilt I(Cy) = {0} und I(Cy) = (. Die alternierende Maschine kann fir jede
Primzahl p > 2 eine Zahl z,, finden, sodass im Koérper F, die Gleichung 2/4 = z,
gilt. Fir alle solchen p ist 0 x z, = 0. Daher wiirde die alternierende Maschine
(Cy,0) akzeptieren, obwohl I(Cy) = 0 ist.

3.6 Schaltkreise ohne Komplement (mit Vereinigung)

Nehmen wir die Vereinigung wieder hinzu, so kénnen die Mengen zu den Gattern jeweils
mehr als nur ein Element beinhalten. Wir kénnen die Reprasentanten, die (C,b) €
MC(U,N,+, x, /) beweisen, durch Nichtdeterminismus raten. Dabei ist allerdings zu
beachten, dass zur Berechnung von b im Ausgabegatter aus den Vorgiangergattern jeweils
moglicherweise mehrere verschiedene Werte benotigt werden.
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Satz 3.9
MC(U,N, +, x,/) € NEXP

Beweis. Sei fur diesen Beweis O =4.r {U,N, +, x, /}. Eine O-Formel ist ein O-Schalt-
kreis, in dem die Gatter maximal den Ausgangsgrad 1 haben. Wir betrachten zunéchst

MF(O) =45 {(F,b) | F ist eine O-Formel und b € I(F)}

Wir wollen zunéchst zeigen, dass M F(O) € NP. Sei F' = (G, E, g, ) eine O-Formel
und b € N. Sei
I = {a(v) | v ist ein Eingabegatter von F'}

Dann ist m =4cs aer(a + 1) eine obere Schranke fiir alle I(g) fir Gatter g aus F'. Rate
fir jedes Gatter g aus F eine Zahl b, < m und priife, ob die geratenen Zahlen b € I(gr)
beweisen. Es gilt:

log(b,) <log(m) = log(Ilaer(a+ 1)) = Eoer(log(a + 1)) < |F)|

Daher kann dies in nichtdeterministischer Polynomialzeit bewerkstelligt werden.

Sei nun C' ein O-Schaltkreis und b € N. Um (C,b) € M C(O) zu entscheiden, entfalten
wir C' zu einer dquivalenten O-Formel Fe. (Diese Idee stammt aus [MWO07]. McKenzie
und Wagner verwenden sie z.B. im Beweis von Theorem 6.2.) Dann testen wir mit dem
obigen NP-Algorithmus, ob (F,b) € MF(O). Da F maximal exponentiell grofier ist als
C, liefert dies einen NEXP-Algorithmus fiir M C(O). O

Korollar 3.10 1. MC(U,N,+, x, /) ist <1%_vollstindig fiir NEXP.
2. MC(U,N,+, x, /) = MC(U,N, +, x)

Beweis. McKenzie und Wagner beweisen in [MWO07] (Lemma 6.1 und Theorem 6.2),
dass MC(U, N, +, x) <le_yollstindig fiir NEXP ist. NEXP ist bekanntlich abgeschlossen
unter <!°. Damit ist gemifi Lemma auch MC(U,N, +, x, /) <l hart fir NEXP.
Zusammen mit Satz ergibt sich die NEXP-Vollstandigkeit. Da MC(U,N, +, X, /)
und MC(U,N, +, x) beide <%_vollstindig fiir NEXP sind, sind sie insbesondere auch
=le_jquivalent. [

3.7 Schaltkreise ohne Addition

Der folgende Abschnitt basiert auf Abschnitt 3 aus [MWO07]. Wir werden M C(N, x, /) €
P und MC(U,N,7, x, /) € PSPACE beweisen, indem wir die dort gefiihrten Beweise fiir
MC(N, x) € Pund MC(U,N, ™, x) € PSPACE um Division bzw. Subtraktion erweitern.
Dafiir ben6tigen wir zundchst zwei Definitionen:

Definition

Seien ay,...,a, positive natirliche Zahlen. Dann gibt es k > 1, q1,...qx > 2 und
e11,---enr > 0, sodass 99T (qi,q;) = 1 fur alle i,5 € {1,...,k} mit i # j und
a; = H;‘?:l ¢;" firallei e {1,...,n}. {q,...q} heift ggT-freie Basis von {a1,..., a,}.
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Die folgende Proposition iibernehmen wir aus Abschnitt 3 aus [MWO07]:

Proposition 3.11
ggT-freie Basen konnen in Polynomialzeit berechnet werden.

Definition

Sei ) # O C {u,N,",+,—,}. MC*(O) bezeichnet das Membership-Problem fiir O-
Schaltkreise iber N¥ U {oo} fiir k > 1. Dabei seien die arithmetischen Operation o €
{+, -} auf N* komponentenweise definiert. Dabei ist (ay,...,ay) — (b, ..., by) definiert,
falls a;—b; fiir allei € {1,... k} eine natirliche Zahl ist. Auflerdem sei fiir alle m € NF:

1. c0o+m =00 =m+ 00 und 0o 4 00 = 00
2. 00 —m = 00 und m — oo sowie 0o — 0o sind nicht definiert

Bemerkung
Fiir alle k > 1 ist (NF U {00}, +,(0,...,0)) ein Monoid.

Satz 3.12 (i) Fiir alle O C {U,N} gilt: MC(O U {x, /}) <F MC*(OU{+,-})
(ii) Fir alle © C{U,N,”} gilt: MC(O U {x, /}) <ESPACE NfC*(O U {+, —1)

Beweis. (i) Sei O C {U,N} und C ein O U {x, /}-Schaltkreis mit Eingabegatter
g1, ---, gn mit Labeln aq,...,a, € N und sei b € N. Berechne in Polynomialzeit
eine ggT-freie Basis {¢1,...,qx} von {ai,...,a,,b}. (Siehe Proposition [3.11] )

Sei M =ger {H§:1 q;-lj di,...,d; € N}. Dann ist M C NT und M U {0} ist ab-
geschlossen unter Multiplikation. Es ist auflerdem 1 = H§:1 q]Q € M. Also ist

(M U {0}, x,1) ein Monoid, wobei x die Multiplikation der naturlichen Zahlen
eingeschrankt auf M U {0} ist.

Definiere
MuU{0} — NF U {0}
o H?:l(ézj H(dlu"wdk)
0 — 00

Die Primfaktorzerlegung von ¢; ist fiir alle j € {1,...,k} eindeutig. Da die g;
paarweise teilerfremd sind, kommt keine Primzahl in der Primfaktorzerlegung von
¢; und ¢; fir ¢ # j vor. Daher ist die Darstellung einer Zahl € M als Produkt

d;

der Form x = H§:1 q;’ ebenfalls eindeutig. Also ist o wohldefiniert.
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Wir wollen nun zeigen, dass o ein Monoid-Homomorphismus ist. Es ist o(1) =
. d; e; .
o(I15_1 ¢9) = (0,...,0). Seien [T5_, ¢’ . TTI}_, ¢;’ € M. Dann gilt:

k k k
o (H g x 1 qu> =0 (H Q7j+6j)
j=1 j=1 j=1

:(d1+€1,...,dk+ek)
:(dl,...,dk)“i“(ela'-wek’)

i) (1)

o(0xm)=0(0) =00=00+c(m)

Fir alle m € M U {0} gilt

und analog:

ag(m x 0) =a(m) + oo
Also ist o ein Homomorphismus. Seien z1,x5 € M mit x; # x5. Dann gibt es
dy,...dy € N mit z; = H;?:l qjj und eq,...e; € N mit 2y = H;?:l q;j. Wegen
Ty # xo gibt esein j € {1,...,k} mit d; # e;. Also gilt

o ([IIQ?J) =(dy,...,dy) # (e1,...,ex) =0 (1:[1%@;)

und o ist injektiv. Da o offensichtlich auch surjektiv ist, ist o eine Monoid-
Isomorphismus. Fir alle S € M U {0} sei ¢(S) das Bild von S unter o, das
heif3t:

0(5) =daer {o(s) | s € S}

Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle Sy, Sy C M U {0} gilt:

o(S1 x Sg) = (S1) + o(Ss) (1)

o(51/52) = 0(51) — (52) (2)
o(S1US2) =a(S1)Ua(Ss) (3)
o(S1NSy) =0a(S1) Na(S,) (4)

(1) Fiir alle y € N* U {oo} gilt:

y € 0(S; X Sg) < Jxe (S x8):y=o(x)
S drp € 513y € Sy iy =0z X x3)
< Jrp €51 g € Sy 1y = o(xq) + o(22) (0 ist Homo.)
& Jy €0(S)) I €0(S2) 1y =y1+ 12
Sy ea(S))+a(5)

Damit ist (1) bewiesen.
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(2) Seiy € 0(S1/Sz2). Dann gibt es x € (51/S2) mit y = o(z) und damit z; € S
und x5 € S, sodass x = x1/xs. Insbesondere ist x; teilbar durch x5 und zy #
0. Seien eq,...,e, € N mit zy = H§=1 q;j. Also ist o(x9) = (eq,...ex) € NF.
Falls z; = 0 ist, so gilt:

y=o(r) =o(r1/72) = 0(0/12)
=00 =00 — o(12) = 0(0) —

=0(0)
(2
=0(x1) — o(xs) € 0(S1) — (5)

2)

Falls 21 # 0 ist, so gibt es dy,...,d, € N mit z; = Hle q;-ij. Sei [ = {j €
{1,...)k}|d; >e;j} und I ={1,...,k} \ I. Dann gilt:

Ty /7 = quj 7
—HQ/ A I

jel iel’

dj—e;
B USL/EN

[Lierait™

Angenommen es gibt ein [ € I’. Sei p ein Primfaktor von ¢;. Dann ist p
ein Teiler von [[;c; qjj_ej. Also gibt es ein j € I mit p|lg; und daher ist
99T (q,q;) > p > 1. Dies ist ein Widerspruch. Also ist I’ = 0, x/xy =
[ljer q;lj_ej € M und es gilt:

y = o(z1/x2)

= (dl—el,...,dk—ek)
(dy,...,dg) — (e1,...,¢€x)

=o(zr1) —o(xg) € 0(S1) — 0(52)

Sei nun y € o(S1) — 0(S2). Dann gibt es y; € o(51) und yo € o(Sz) mit
Yy = y; — yo. Insbesondere ist y; — y, definiert. Also ist y» € N* und damit
gibt es ey,...,e, € Nmit yo = (eq,...,e). Also ist x9 =gy H§:1 qjj € S,.
Falls y; = 00, so ist 0 € S; und es so gllt

y — (e1,...6x)

o0
o0

(0)
0'(0/.732) € O'(Sl/SQ)

I
Q
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Andernfalls ist y; € N* und es gibt dy,...,d; € N mit y; = (dy,...,dy).
Day =y —y2 = (di,...di) — (e1,...e;) definiert ist, ist d; > e; fiir alle

geA{l,... k}. Also ist z1 =4y Hle q;lj € S; und zy teilt 2. Das heif3t:

y:(dl,...dk)—(el,...ek)
:(dl—el,...,dk—ek)

k
—o([Ta ™
j=1

ko dj
=0 L= q]e]
Ilj=1 45

= 0'(1‘1/[52) S 0'(51/52)

Damit ist (2) bewiesen.
(3) Diese Gleichung gilt fiir alle Abbildungen.
(4) Die Gleichung gilt, weil o injektiv ist.
Wir zeigen nun induktiv, tiber die Struktur von C' und C’, dass fiir alle Gatter g

aus C bzw. ¢’ gilt:
le(g) = a(lc(9))

IA Wir betrachten ein Eingabegatter g. Das heifit, a(g) € {ai,...,a,} € M U
{0}. Also ist Ic(g) = {a(g)} und o(a(g)) definiert. Wir erhalten:

ler(g) = {o(alg)); = o({a(9)}) = alc(9))

IV Sei g ein Gatter mit Vorgangern. Die Aussagen I (p1(g)) = o(Io(pi(g))) und
Ici(p2(g)) = 0(Io(p2(g))) seien bereits bewiesen.

IS Es gilt a(g) € {U,N, x, /}. Wir definieren:

+ falls a(g) = x
o =g —  fallsa(g) =/

a(g) sonst

Dann gilt:

Ici(g) =Ici(p1(9)) & Io(pi(g)) (nach Konstruktion)
=o(le(pi(9)) o o(lc(p2(9))) (nach IV)
=0 (Ic(p1(g9)) a(g) Ic(p2(g)))  (nach den obigen Gleichungen)
=a(lc(9))

Also gilt fiir alle a € M U {0}:
a€lo(g) ©oa) eo(le(g) © ola) € I (g)
Da b € M U {0} ist, erhalten wir:
(C,b) e MC(OU{x,/}) & (C'",o(b)) € MC*(OU{+,-1})
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(ii) Wegen De Morgan konnen wir davon ausgehen, dass N ¢ O. (Andernfalls kénnen
wir N-Gatter durch U- und ~-Gatter nachbauen, ohne die Grofle es Schaltkrei-
ses wesentlich zu erhéhen.) Durch die ~-Gatter kann es sein, dass im Schaltkreis
natiirliche Zahlen berechnet werden, die sich nicht mehr beziiglich der ggT-freien
Basis ¢, . . . gx darstellen lassen. Daher wollen wir die Konstruktion aus (i) mit der
Primfaktorzerlegung (statt der Zerlegung beziiglich einer ggT-freien Basis) verwen-
den. Damit sich die Zahlen dennoch als endliche Vektor darstellen lassen, fassen

wir alle Potenzen von Primfaktoren, die grofler als die Primfaktoren in aq,...,a,
und b sind, zu einer einzigen Zahl zusammen. Sei ¢, o, . .. die (aufsteigend geord-
nete) Folge der Primzahlen. Sei k € N ausreichend grof3, sodass alle Primfaktoren
von @y, ..., a, und b in {qi,...q;} enthalten sind.
Definiere
N — NFL U {00}
o: 0 — 00

0 dj o)
Hj:l QJ — <d17 s 7dk7 Zj:k:+1 d])

Fir die Reduktion konvertieren wir C' wie in (i) in einen O U {+, —}-Schaltkreis
C' iiber N¥ U {c0}. Die Zerlegung der ay, ..., a, und von b in Primfaktoren ist in
PSPACE moglich. Daher kann C” in PSPACE konstruiert werden.

Wir wollen nun zeigen, dass o ein Monoid-Homomorphismus zwischen (N, x, 1)
und (N*1 U {oo}, +, ( ..0)) ist. Esist 0(1) = o([132,¢7) = (0,..., X521 )
(0,...,0). Seien [T}2, qJ ,HOO 1 ¢; € M. Dann gilt:

o (H g x 1 Q?) =0 (H g’ “J)
j=1 j=1

= (d1+€1,...,dk—|—€k, Z dj+ej)

j=k+1

(db dk7 Z d) ( -5 Gk Z 6])
J=k+1 j=k+1

Fiir alle m € M U {0} gilt
o(0 xm) =0(0) =00 =00+ g(m)

und analog:
ag(m x 0) =a(m) + oo

Also ist ¢ ein Homomorphismus.
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Im Gegensatz zur Konstruktion aus (i) ist o allerdings nicht injektiv. Wir wollen
zeigen, dass dennoch fiir alle Gatter g aus C' und a € N Hilfsaussage 1 gilt:

a€lo(g) < ola) € Io(g)

Dafiir definieren wir:

M =ges { H q]

dl,...,dkeN}

—def{ H q]

j=k+1

i1, dira,- €Nund > dj = z} fiir alle i € N
j=k+1

Dann ist M = M x {1} = M x Ky und N\ {0} = U2, M x K;. Mit x ist dabei
die Multiplikation der Mengen (und nicht deren kartesische Produkt) gemeint.
Betrachte nun m = [[32, q] € N\ {0}. Dann gilt fiir alle : € N:

0o
meMxK; & Z d]:Z
j=k+1

@J(m): (dl,...,dk, i d]) GNIC(X){Z}

j=k+1

Dabei sei ® das kartesische Produkt. Also ist o(M x K;) = N*® {i} fiir alle i € N.
Wir zeigen nun fiir alle S, .9, C M:

o(S1 x S3) = a(S1) + a(52) (5)

0(51/52) = 0(51) — 0(52) (6)
o(S1USh) = o(S1) U a(Sh) (1)
o(M\ S1) =a(M)\a(S5) (8)

Die Gleichungen (5) und (6) koénnen analog zu den Gleichungen (1) und (2) aus
(i) bewiesen werden. Da die Abbildung ¢ beschréankt auf M injektiv ist, folgen die
Gleichungen (7) und (8) sofort. Sie gelten fiir alle injektiven Abbildungen.

Sei e; =ger (0,...,0,7) € N1 Wir beweisen folgende Hilfsaussage 2: Fiir jedes
Gatter g in C gibt es ' C {0} und Sy, S, -+ € M, sodass:
Io(g) =T U |J(Si x K;)
iEN
ICI = 0' U U + {61})

€N

Den Beweis fithren wir uber die Struktur von C.
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IA: Sei g ein Eingabegatter. Dann ist a(g) = a; fiir ein 1 < 1 < n. Wir unter-
scheiden zwei Félle:

(I) Sei a; =0. Sei T'= {0} und Sy, Si, S2, - - =4ey 0. Dann gilt:

Ie(g)=T=TU U(Sl x K;)
ieN
Ioi(9) = {0(0)} = o(T) = o(T) U |J(a(Si) + i)
ieN
(IT) Sei a; > 0. Dann ist a; € M. Sei Sy =4 {&} und T, Sy, Ss, - =gey 0.
Dann gilt:

]C<g) = S() = S() X Ko =TU U(Sz X Kl)
ieN
Ier(g) = {o(a)} = a(S) = So +eo = a(T) U [ J(0(Si) + )
ieN
IS: Sei g ein Gatter aus C' mit Vorgangern. Sei g1 =g p1(g) und go =4es p2(9g)

bzw. g1 =4y p(g). Nach IV gibt es es T, C {0} und S, S7,--- € M mit
Ic(gr) =T, UUjen(ST x K;) und 1o (gr) = o(T,) UUsen(0(S]) + {e;}) fiir alle
r € {1,2} bzw. fir r = 1.

(a) Sei g ein U-Gatter. Dann gilt:

Ic(g) = Ic(g1) U lc(g2)
= (T1 u U (st x K)) U <T2 u U (7 x K))
= (U Tiu U(siusp) = Ki)ZEN
leo(a) = o(a) U T 9
= o(T U g(s; x K;))Uo(Ty U g(sf x K3))
= o(Ty U ZT2> U UJ(e(SiuSy) +{ei})

i€EN
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(b) Sei g ein -Gatter. Dann gilt:

Ic(g) = Ic(g1)

ieN

= {0\ u Lé((M \S;) x Ky)

Ici(g) = Lor(g1)
= o100 Jle(Sh + {e)

= ({00} \ a(Tl)) u LIJN((Nk ®{i})\ (a(S;) + {e:}))
—o({0}\ T1) U %(((N’“ ®{0})\ o(S))) + {e:})
= o({0}\Ty) U U (M) \ a(S7)) +{ei})

o({0}\Th) UU (M S}) +{ei})

(c) Sei g ein x-Gatter. Fiir alle i1,y € N gilt:

oo o0 o0 d o
_ ej _ 2 _
KyxKy=q 11 ¢ | X es=irpx Il &’ | X dj=1is
j=k+1 j=k+1 j=k+1 j=k+1
d + o0 o0
e; . .
H > di=hN Y ej=i
=kt =kt 1 =kt
o0 o0
_ J _ s -
=3 I &' | X fi=i+is
j=k+1 j=k+1
= Ki +i,

Damit gilt

Ic(g) = Ic(g1) x Ic(g2)

- (Tl U U(Sj X Ki)) X (T2 U .U(Sf X Ki))
_TUU((U Six S ))xKi)

=TuUJ(S x K;)
1€EN
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mit folgenden Definitionen

T =45 (T1 x T3) U (71 x |J(S? X.BQ)) U (75 x |J (S} x BQ))

iEN ieN
Si =def U (S} x S7;) fiir alle i € N
Auflerdem:
Ici(g) =Ic(91) + 1o (g2)

( (T1) U J(a(S]) + {e} )) ( (Ty) U U(a(S?H{ei}))

ieN ieN

€N

=(0(Th) +o(T2)) U ( (1) + U((S7) + {ei} ))

( (Ty) + U +{€z}))

€N

y ((U (o(s1) + {ez-}>) + (u<a<sf> + {em))
10U Ulo(s)) +0(52,) + fer)

=o(T)U U ((Oowwb +0o(S} ))) + {ez})
=o(T)U U ( ioa<S} x S J>> + {ez})
=o(T)U J(a(S:) + {e:})
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(d) Sei g ein /-Gatter. Es gilt:
I(g) =I(91)/1(g2)

=1(g1)/ (Tz U [J(S? x Ki))

€N

=I(q1)/T>) U (I(Ql)/ U (SF x Kz))

1€N

- ([(gl)/ LJ(S2 x Ki)) (denn T C {0})

1€EN

= (Tl U J(S} x KD) JU(SE %K)

1€N €N

ooy ) (gm0

=T U »UN(Si x K;) (nach (*))

mit

T =aesTh/ (U(Si2 X Ki))

1€EN

Si =aes |J(S]/55,) fir alle i € N
j=i

Wir zeigen (*): Sei z € (U;jen(S] % K;))/(Uien(S? X K;)). Dann gibt es
i1 € N, sy € S} und ky € K;,, sowie iy € N, 55 € S7 und ky € K;, mit
x = (s1k1)/(s2k2). so teilt s; und ko teilt k. Insbesondere ist iy > is.
Also ist © = (s1/s2)(k1/k2) € (S} /S2) % Ky, und S} /S? C Sy,
Sei andersherum z € Uen((U52,;(S;/S7_;)) X K;). Dann gibt es i € N, j >
i, s1 €5} s5€ 57 und 1 € K; mit @ = (s1/s2) | = (s1lg}1)/(s20011) €
() x K5) /(57 x Kj).
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AuBlerdem:
Ici(g) =Icr(g1) — e (g2)

—IC (91 ( Tg U U SQ +{€z ))

1€N

=(ler(g1) —o(T3)) U (fc'(gl) = U(a(s?) + {6i}))

=lor(g91) — (U(U(Sf) + {ei})) (denn o(T3) € {o0})

1€EN

1€EN €N

= (O(Tl) - (‘UN(J(SE) + {6i})))

U ((Lé( (S)) +{ez})> - (Lé( (57) + {ei}))>

(( Us! < 1) ) / (%N(sz . K>))

( (1) U U (a(S)) + {ei} )) - (U(U(Sf)Jr{ei}))

Damit kénnen wir nun Hilfsaussage 1 beweisen. Sei g ein Gatter aus C' und a € N.
Nach Hilfsaussage 2 gibt es T C {0} und Sp, S1, -+ € M mit Ic(g) = TUU;en(S; X
K;) und Iei(g) = o(T) UUsen(0(Si) + {e;}). Wir unterscheiden zwei Félle:

(I) Es sei a = 0. Dann gilt

0€lo(g) & T ={0} o a() = {0} & o< lx(g) < a(0) € Ix(g)
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(IT) Es sei a # 0. Also gibt es dy,dy,--- € Nmit a = [[}2, qjj.
Sei d =45 Z;’ikﬂ d;. Es gilt:

Hq] € Ic(g @Hq] e J(Si x Ky)

Jj=1 €N

@Hq] SdXKd)

= H q;-ij €5y
j=1
k
sol]] q;-ij 0(Sq) (da o beschrankt auf M injektiv ist)
j=1
ko4
sol]] q;’ | +{ea} € 0(Sq) + {ea}
j=1

=0

=
Sf.“

+{ea} € J(a(S) + {ei})

€N

<.
Il
—

=0

—18
>Q
kxhg._.

€ Ilc(g)

S
Il
-

Insbesondere gilt fiir alle a € N:

a€lI(C) s o(a) e I(C)

Analog zu Satz [3.8 (1) zeigt man:

Satz 3.13
MC*(N,+,—) €P

Folgerung 3.14 MC(N, x,/),MC(x,/) € P

Wir wollen nun MC*(U,N, ™, +, —) auf alternierenden Maschinen 16sen. Dabei gehen
wir analog zu Algorithmus [1| vor. Um die Gréfe der Elemente, mit denen die Maschine
pro Knoten rechnet, beschranken zu konnen, verallgemeinern wir Lemma [3.1}

Lemma 3.15 Sei C' = (V, E, gc,«) ein O-Schaltkreis mit ) # O C {U,N,~, +, —} diber
N™U{oo} mitm > 1. Seing =qep (21°14+1,...,2/4+1) € N™. Dann gilt fiir alleg € V
und fir alle z = (z1,...,2m) € N, fir die es ein 1 <1 < m mit z; > 21C1 41 qibt:

z€1(g) & nc € l(g)
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Beweis. Sei C, der Schaltkreis, der aus C' entsteht, wenn man g € V' als Ausgabegatter
verwendet und alle Gatter, von denen aus g nicht erreichbar ist, entfernt. Sei auflerdem
Ng =def (2|Cg| +1,... ,2'09‘ + 1) e N™,

Wir zeigen die folgende Hilfsaussage: Fiir alle g € V und fir alle z = (zy, ..., z,,) € N,
fir die ein 1 <1 < m mit z; > 2/%l + 1 existiert, gilt:

z€1(g) & ng€l(g)

Induktion iiber die Struktur von C:

IA:

IV:

IS:

Sei g ein Eingabegatter und a(g) = (y1, ..., Ym). Damit ist 1(g) = {(y1,---,Ym)}-
Da die Binédrdarstellung von y; in der Codierung von C, enthalten sein muss, ist
log(y;) + 1 < |Cy| und damit y; < 2'°eW)+t < 2%l 4 1 fiir alle 1 < i < m. Daher
gilt fiir alle z = (21, ..., 2,) € N™, fiir die es ein 1 <i < m mit z; > 2!%! +1 gibt,
schon z ¢ I(g). Insbesondere ist n, ¢ I1(g).

Sei g ein Gatter aus C' mit Vorgangern. Die Hilfsaussage sei fiir p(g) bzw. p1(g)
und ps(g) bereits bewiesen.

Sei z = (21,...,2m) € N" und 2z > 2/%! 41 fiir ein 1 <i < m.
Fall 1: Sei a(g) = U. Es ist z; > 210! 4+ 1 > 2@ 11 fiir alle j € {1,2}. Daraus
folgt:

ze€l(g) & 2€l(pi(g) V2 € I(pAg))
& Ny, () € 1(p1(9)) V Ny (g) € 1(p2(g)) (nach IV)
& ng € 1(pi1(g)) Vg € I(p2(g)) (nach IV)
< ng, € 1(g)

Fall 2: Sei a(g) = N. Wir zeigen (z € I(g) < ny € I(g)) analog zu Fall 1.
Fall 3: Sei a(g) = ~. Bs ist z; > 2/%! + 1 > 2%l 4 1. Daraus folgt:

z€l(g) & 2 ¢ 1(p(g))
& ny(g) & 1(p(g)) (nach IV)
& ng ¢ I(p(g)) (nach IV)

)

e ng €1y

Fall 4: Sei a(g) = +.
Fall 4 a: Sei ny, gy & 1(p1(g)) und ny, ) & 1(p2(g)). Nach IV gilt damit I(p,(g)) C
[0, 2% @)™ und I(ps(g)) C [0, 2/%21]™. Daher gilt:

I(g) = I(p1(g)) + I(p2(g)) C [0,2/% 10 4 2C20l|m < [0, 21/



Die letzte Inklusion ergibt sich mit (2/%@! + 1) 4 (2%20] 4 1) < (2I%] 4 1). Die
Aussage nennen wir (1) und sie ldsst sich analog zu der entsprechenden Aussage
aus dem Beweis von Lemma [3.1| zeigen. Also ist z ¢ I(g) und n, ¢ I(g).

Fall 4 b: Sei np, g € 1(p1(9)) und nyyq) € 1(p2(g)). Fir alle y = (y1,...,ym) €
I(pa(9)) gilt y; < 2/%2@! + 1 und damit auch (2):

— oy > (2% £ 1) — gy > (2% 1 1) — (2%20] £ 1) > 200l 41

Die letzte Ungleichung ergibt sich mit der Aussage (1).
Also gilt:

z€l(g) e FyeN": (z2—y) €llpi(g) Ny € I(p2(9))
& JyeN” nngHp@DAyGHmwﬁmmh@%de?

< 3JyeN": (n,—y) € I(pi(g)) Ny € I(pa(g)) (nach (2) und IV)
& ng € 1(g)

Fall 4 c: Sei ny,g) ¢ 1(p1(g)) und ny,q) € I(p2(g)). Wir zeigen (2 € I(g) < ny €
I(g)) analog zu Fall 4 b.
Fall 4 d: Sei ny, g € I(p1(g)) und nyp,q) € I(p2(g)). Nach (1) gilt (3):

2 — (2%201 4 1) > (21%] £ 1) — (21%20] 1) > 2% 41

Definiere:
a=ger(z1 ... i1 JEi— 2%l 1) 2 .. zm )
b=4¢r(0 ... 0 2% 41 0 .0 )

Dann ist a € I(pi(g)) nach (3) und IV, b € I(p2(g)) nach IV und damit a +b =
z € I(g). Definiere aulerdem:
¢ =aer (2 +1) = @0 +1)) .., (2% +1) - (20! +1))) € N™
d =gy (219201 11, ... 2% 1 1) € N™
Dann ist ¢ € I(p1(g)) nach (3) und IV, d € I(p2(g)) nach IV und damit ¢+ d =

ng € 1(g).
Fall 5: Sei a(g) = —. Fur alle y = (y1,...,ym) € N™ gilt (4):

zi+y > (2% 1) +y, > (2% 4+ 1) > 29wl 41
Zeﬂw¢ﬂyewnZ+y€Hm@DAy€Km@N
&Iy e N ny ) € I(pi(g9)) Ay € I(p2(g)) (nach (4) und TV)

<3y e N : (n, —I— y) € I(p1(g9)) Ay € I(p2(g)) (nach (4) und IV)
©ng € 1(g)
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Das Lemma folgt aus der Hilfsaussage, weil |Cy| < |C| fiir alle g € V' ist. Damit gilt fur
alle z = (z1,...,2m) € N™ fiir die ein 1 <4 < m mit z > 2/ + 1 existiert:

z € 1(g) & ng € I(g)
<:>nc€[(g)

Satz 3.16
MC*(N,U,~,+,—) € PSPACE

Beweis. Nach De Morgan gilt:
MC*(U,N, 7, +, —) =& MC*(U, ™, +, —)

Sei m € NT. Algorithmus [2[16st das Problem MC*(U, ™, +, —), fiir giiltige Codierungen
von {N,U, ", +, —}-Schaltkreisen C' tiber N U {oo0} und Zahlen b € N™ U {oo} auf einer
alternierenden Maschine.

Algorithm 2 Algorithmus fiir Schaltkreise mit Vereinigung, Komplement, Addition
und Subtraktion iber N™ U {co}
Eingabe: (C,b,m)

1: Sein=214+1g=gc,z=bund t = 1.

2: while a(g) ¢ N U {oo} do

3: if x # oo then

4: Sei (T1,...,T,) = .

5: if di e {1,...,m}:x; > n then

6: Sei x = (n,...,n) € N™,

7: end if

8: end if

9: // Falls t == 1 teste x € I(g) und falls t == 0 teste x ¢ I(g).
10 if a(g) == U then

11: // Vereinigung

12: if a(g) == U und ¢t == 0 then

13: Setze mittels universellem Zustand parallel g = p;(g) und g = p2(g).
14: else if a(g) == U und t == 1 then

15: Rate i € {1,2}.

16: Sei g = pi(9g).

17: end if

18:  elseif a(g) == then

19: // Komplement

20: Sei g =p(g) und t =1—¢.

21: else if a(g) == + then

22: // Addition

23: if t == 1 then
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24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:

47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:
54:

55:
56:
o7:
58:
59:
60:
61:
62:
63:

64:

(b, pa(9))-

// Rate a € [0,n]™ U {oo}.
Rate j € {0,1}.
Sei a = oo.
if j == 1 then
for allie {1,...,m} do
Rate a; € [0,n] N N.
end for
Sei a = (ay,...,a,).
end if
// Rate b € [0,n|™ U {oo}.
Rate k € {0,1}.
Sei b = o0.
if Kk ==1 then
for allie {1,...,m} do
Rate b; € [0,n] N N.

end for
Sei b = (bb c. ,bm)
end if

// Stelle a + b == x sicher.
if a + b # x then
Sei a =z und b= (0,...,0) € N™.
end if
Setze mittels universellem Zustand parallel (x, g) = (a,pi(g)) und (z,g) =

else

[0,n] NN.

[0,n] NN.

/] t==0
// Setze a parallel auf jeden Wert aus [0, n]™ U {occ}.
Setze j mittels universellem Zustand parallel auf jeden Wert aus {0, 1}.
Sei a = oo.
if j == 1 then
for allie {1,...,m} do
Setze a; mittels universellem Zustand parallel auf jeden Wert aus

end for

Sei a = (ay,...,an).
end if
// Setze b parallel auf jeden Wert aus [0, n]™ U {oco}.
Setze k mittels universellem Zustand parallel auf jeden Wert aus {0, 1}.
Sei b = o0.
if kK ==1 then

for allie {1,...,m} do

Setze b; mittels universellem Zustand parallel auf jeden Wert aus

end for
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65: Selb:(bl,,bm)

66: end if

67: // Stelle a + b == z sicher.

68: if a +0 # x then

69: Sei a =x und b= (0,...,0) € N™,

70: end if

71: Rate i € {1, 2}.

72: if £ ==1 then

73 (I,g) = (a’vpl(g))'

74: else

75: (x,g) = (bap2(g))

76: end if

7 end if

78: else

79: // Subtraktion

80: if t == 1 then

81: for alli e {1,...,m} do

82: Rate bitweise ein binér codiertes a; € [0,n] N N.

83: end for

84: Sei a = (ay,...,an).

85: Setze mittels universellem Zustand parallel (z,9) = (z + a,pi(g)) und
(z,9) = (a,p2(9))-

86: // Es gilt: x + a == oo, falls © == o0

87: else

88: /] t==

89: for alli e {1,...,m} do

90: Setze a; mittels universellem Zustand parallel auf jeden Wert aus
[0,n] NN.

91: end for

92: Sei a = (ay,...,an).

93: Rate i € {1,2}.

94: if i == 1 then

95: Sei (z,9) = (a+ z,p1(g9))

96: // Es gilt: x + a == oo, falls z == o0

97: else

98: Sei (z,9) = (a,p2(9)).

99: end if

100: end if

101: end if

102: end while

103: // g ist ein Eingabegatter.

104: if t == 1 then

105: Akzeptiere, falls © == a(g) gilt. Andernfalls lehne ab.
106: else
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107: Lehne ab falls # == «a(g) gilt. Andernfalls akzeptiere.
108: end if

Korrektheit: Wir zeigen die Korrektheit von Algorithmus 2] analog zur Korrektheit
von Algorithmus [I] aus dem Beweis von Satz [3.3] Sei 2/, ¢’ und ¢’ wieder die aktuelle
Variablenbelegung von z, ¢ und ¢t und g(¢',2',t') und A(g’,2’,t') definiert wie in dem
Beweis.

Zur Erinnerung: f(¢’,2’,t') war der Teilbaum des Berechnungsbaums, ab dem Zeit-
punkt zu dem z, g und ¢ zum ersten Mal die Werte 2/, ¢’ und ¢ annehmen und A(¢’, 2/, ')
war ein Wahrheitswert, der anzeigt, ob der Algorithmus sich fiir 2/, ¢’ und ¢’ korrekt
verhalt. Wir hatten per Induktion gezeigt, dass A(¢’,2’,t') genau dann 1 ist, wenn
B(g', 2’ ') eine akzeptierenden Teilbaum hat.

In Algorithmus [2|ist ' € N™ U {oo} statt 2’ € N. Wir konnen im Induktionsschluss
0.B.d.A. annehmen, dass 2’ € [0, 2/°/4+1]™U{o0} ist. Falls dies zu Beginn eines Durchlaufs
der while-Schleife nicht der Fall ist, so wird #’ in Zeile[6]der Wert n’ =4y (n,...,n) € N™
zugewiesen. Diese Zuweisung éndert gemafl Lemma am Wahrheitswert von = € I(g)
nichts.

In den Féllen a(¢’) = ~ und a(g’) = U verhélt sich Algorithmus [2| genau wie Algo-
rithmus [, Wir wollen nun nachrechnen, dass sich Algorithmus [2] auch in den anderen
beiden Fillen a(g') = + und a(g¢’) = — korrekt verhilt.

Wir unterscheiden die Féalle t =1 und ¢t = 0:

(I) Sei t = 1. Wir unterscheiden die Félle a(¢’') = + und a(g') = —:

(a) Sei a(g') = +. Esgilt 2/ € [0,2/°/ +1]™U{oo}. Der Algorithmus erreicht Zeile
B(g', ', ') hat fiir alle a, b € [0, 2/ +1)™ U {oc} mit a +b = 2’ Teilbdume
B(p1(g),a,t’) und B(p2(g),b,t'), welche durch eine Kette von existenziellen
Zustédnden und einem universellen Zustand erreicht werden. 3(¢’,2’,t') hat
also genau dann einen akzeptierenden Teilbaum, wenn es a,b € [0,2'0‘ +
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1™ U {oo} mit a + b = 2’ gibt, sodass B(go,a,t’) und B(g1,b,t") jeweils einen
akzeptierenden Teilbaum haben. Es gilt:

Aty { § e €10
1 falls Ja,b € N" U{oo} mit a +b=2a":

= a € I(pi(g)) Ab e I(pag))

0 sonst

1 falls 3a,b € [0,2/°1 +1]™ U {oo} mit a + b= 2" :
{ a € I(pi(g)) Ab e I(pag))

0 sonst
(weil 2" € [0,21°1 + 1) U {o0})
{1 falls Ja, b € [0,2/° + 1]™ U {00} mit a + b= 2’ :

A(go,a,t')y =1NA(g1,b,t') =1
0 sonst

(b) Sei a(g) = —. Es gilt 2’ € [0,2/° +1]™ U {oc}. Der Algorithmus erreicht
Zeile . B(g', 2, ') hat fiir jedes a € [0,2/°! 4+ 1]™ Teilbdume B(go, 2’ + a,t’)
und 5(g1,a,t’), welche durch eine Kette von existenziellen Zusténden und
einem universellen Zustand erreicht werden. 5(¢’, 2, t") hat also genau dann
einen akzeptierenden Teilbaum, wenn es ein a € [0,2!¢ 4+ 1]™ gibt, sodass
B(p1(g), 2" + a,t’) und B(pa2(g),a,t’) jeweils einen akzeptierenden Teilbaum
haben. Es gilt:

/ /
Ao 1) = { 1 falls 2’ € I(¢')

0 sonst

|1 fallsda e N : 2"+ a € I(pi(g)) und a € I(p2(g))
1 0 sonst
(denn b — oo ist fiir alle b € N™ U {oo} nicht definiert)

1 falls Ja € [0,21° +1]™ : 2/ +a € I(pi(g))
= und a € I(p2(g))
0 sonst

(nach Lemma [3.15)

1 falls 3a € [0,2/° +1]™ : A(go, 2" +a,t') =1
= und A(gy,a,t') =1
0 sonst

In beiden Féllen hat §(¢',2’,t') nach IV also genau dann einen akzeptierenden
Teilbaum, wenn A(¢', 2", t') = 1 gilt.
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(IT) Sei t = 0. Die Aussage lasst sich analog zu (I) zeigen. Dabei sind universelle
und existenzielle Zusténde, € und ¢, der Quantor und ,und“ und ,oder* jeweils
vertauscht.

Laufzeit: C ist azyklisch. Daher nimmt die Variable g auf jedem Pfad von der Wurzel
von [y (C,b,m) zu einem Blatt den Wert eines Gatters aus C' maximal einmal an. In
jedem Schleifendurchlauf &ndert sich g. Daher liegt die Anzahl der Schleifendurchléufe
in O(|C|). Die Werte von = werden durch jeweils O(m - |C|) Zeichen beschreiben. Alle
Operationen, die pro Schleifendurchlauf durchgefiihrt werden, sind linear in der Grofe
von z. Die Laufzeit pro Schleifendurchlauf ist daher in O(m-|C|). Die Laufzeit des Codes
vor und nach der while-Schleife ist ebenfalls in O(m - |C|). Es ist m € O(|C]), weil C
mindestens ein Eingabegatter hat. Daher liegt die Laufzeit von Algorithmus [2]in O(n?),
wobei n die Eingabegrofie beschreibt. Nach Satz ist ATIME(n?) C DSPACE(n?).
Die Giltigkeit der Eingabe kann in deterministischem logarithmischem Raum iiberpriift
werden. Also ist:

= MC*(U,N, ", +, —) =8 MC*(U,,+, —) € DSPACE(n*) C PSPACE

Aus Satz und Satz (2) folgt:
Folgerung 3.17 Fir alle O mit ) # O C {U,N, ™, x,/} ist MC(O) € PSPACE.

Korollar 3.18
Fiir alle O € {{U,Nn, 7, x}, {7, x},{u,n, x}} gilt:

1. MC(OU{/}) ist <l¢_vollstindig fiir PSPACE.
2. MC(0) =los MC(OU{/})

Beweis. 1. Wie im Beweis von Korollar 3.4 reduzieren wir das PSPACE-harte Pro-
blem QBF auf MC(U, N, x). Dafiir verwenden wir wieder den Beweis von Lemma
5.1 aus [MWO7] von McKanzie und Wagner. Zusammen mit Lemma erhalten
wir:

QBF <t MC(u,n, x) <t MC(U,n, x, /) <t MC(U,N,~, %, /)

Barth et al. haben in Korollar 43 von [Bar+17] gezeigt, dass MC(™, x) <!°€hart
fiir PSPACE ist. Aus Lemma 2.3 erhalten wir:

MO, x) <l°s MO(-, %, /)

Mit Folgerung folgt, dass MC(U,N, ™, x, /), MC(7, x,/) und MC(U,N, X, /)
PSPACE-vollstandig sind.
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2. Wir haben oben bereits gesehen, dass MC(U,N, ™, x) und MC(U,N, x) <e_hart
fiir PSPACE sind. McKanzie und Wagner haben ebenfalls gezeigt, dass beide Pro-
bleme in PSPACE sind. Damit folgen die beiden Aquivalenzen MC (U,N,~, x) =ls
MC(u,N,~, x,/) und MC(U,N, x) =& MC(U,N, x, /).

Barth et al. haben in Lemma 2 (2) von [Bar+17] EC(,+) <% MC(~,+) bewie-
sen. Theorem 42 des selben Reports besagt, dass EC(~, +) <!°€-hart fiir PSPACE
ist. PSPACE ist bekanntlich unter Komplement abgeschlossen. Daher ist M C(~, +)
ebenfalls <!¢-hart fiir PSPACE. Damit ist MC(~,+) <9 MC(U,N,, x) nach
Lemma und es gilt auch MC(~,+) € PSPACE. Dies zeigt, dass MC(7,+)
<lz_yollsténdig fir PSPACE ist und daraus folgt die Aquivalenz MC/(~, x) =
MC(7, %, /).

0
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4 Untere Schranken

4.1 Schaltkreise mit Komplement, Addition und Division

Wir wollen in diesem Abschnitt die PSPACE-Vollstandigkeit von M C(™, +, /) beweisen.
Dafiir werden wir die Addition und die Division verwenden, um zu iiberprifen, ob ein
Schaltkreis an seinem Ausgabegatter eine leere Menge liefert. So kénnen wir das Kom-
plement des Emptiness-Problems fiir Schaltkreise mit Addition auf das entsprechende
Memebership-Problem mit Addition und Division reduzieren.

Satz 4.1
Sei {+} C O C{u,Nn,”,+, X, /}. Dann gilt EC(O) <l°s MC(OU{/}).

Beweis. Sei C' ein O-Schaltkreis mit Ausgabegatter go. Flige drei neue Gatter g1, g, und
g/, s0in C' ein, dass gc und g; die Vorganger von g, sind und g, der erste und der zweite
Vorgénger von g, ist. Es sei a(g1) = 1, a(g4+) = + und a(g,) = /. Den so konstruierten
Schaltkreis mit Ausgabegatter g, nennen wir C’. Insbesondere ist Ic/(g1) = {1} und

Ie(g4) = Ic(gc) + {1}

gc -

Dann gilt:
I(C) #£ 0
IeN:be [C(gC)
1 el(C)
Also:

C € EC(O) & (C',1) € MC(OU{/})

Daraus folgt die Behauptung, weil die Konstruktion von C’ aus C in logarithmischen
Raum durchgefiihrt werden kann. O
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Folgerung 4.2 MC(~,+,/) ist <!¢_vollstindig fiir PSPACE.

Beweis. Sei A € PSPACE. Wir wollen A auf MC(7,+,/) reduzieren. PSPACE ist un-
ter Komplementbildung abgeschlossen. Das heifit, es ist auch A € PSPACE. In Theo-
rem 42 aus [Bar+17] wurde gezeigt, dass FC(7,+) <<%_hart fiir PSPACE ist. Also
gilt A <o BEC(7,+) und damit auch A <! FC(7,+). Mit Satz erhalten wir
A <log MC(7,+, /), weil <! transitiv ist. Also ist MC(7,+,/) auch <!-hart fiir
PSPACE. Mit Satz erhalten wir die PSPACE-Vollsténdigkeit. O

4.2 Schaltkreise mit Schnitt, Addition, Multiplikation und Di-
vision

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass M C(+, x, /) PZT-hart ist. Dafiir zeigen wir

zunéchst, dass MC(N, +, x, /) PZT-hart ist und zeigen dann, dass wir MC'(N, +, X, /)

auf MC(+, x,/) reduzieren konnen, indem wir die N-Gatter mit Multiplikation und
Division nachbauen.

Folgerung 4.3 MC(N,+, x, /) ist <¢_hart fiir PZT .

Beweis. In Theorem 58 aus [Bar+17] wurde MC(N,+, x) =1 PIT bewiesen. Daher
gilt fur alle A € PZT:

A ¥ PIT <% MC(0, +, %) <98 MC(0,+, %, /)

Lemma 4.4
Sei ) € O C{+}. Dann ist MC({N, x,/} UO) =l MC({x,/}U0O).

Beweis. Wir zeigen MC({N, x,/} U O) <l MC({x,/} U O). Dafiir bauen wir ein
N-Gatter mit den anderen Gattern nach.

Sei C' ein ({N, x,/} U O)-Schaltkreis. Dann sei C" der ({x,/} U O)-Schaltkreis, in
dem wir jedes N-Gatter g aus C' wie folgt umbauen:
Seien g; =45 pi(g) fiir i € {1,2} die Vorgénger von g in C. Wir fiigen neue Gatter
f1, fo und f3 in C” ein. Dabei sei aer(f1) = 1 und ac(fa) = ac(fs) = /. AuBlerdem sei
aci(g) = x. In C" sei gy der erste und go der zweite Vorganger von fo, fi der erste und
fa der zweite Vorgéanger von f3 und f3 und gy die Vorgénger von g. Alle anderen Gatter
werden inklusive ihrer Vorgédnger unveréandert aus C' nach C” ibernommen.
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fi:

Induktiv zeigen wir: Io(g) = Ic(g) fir alle Gatter g aus C.
[A: Sei g ein Eingabegatter in C. Dann gilt Ic(g) = {ac(9)} = {ac(9)} = I (g).

IS: Sei g ein N-Gatter aus C' mit Vorgéngern ¢g; und go. Es gilt #Ic(g1) < 1 und
#I1c(g2) < 1. Falls Ic(g1) = 0 oder Ic(g1) = 0, so ist Ior(f2) = Lo (fs) = Iei(g) =
0= Ic(g)

Andernfalls gibt es 1,29 € N mit Io(g1) = {x1} und Io(g2) = {z2}. Nach In-
duktionsvoraussetzung sind dann auch Icv(g1) = {21} und Iev(g2) = {z2}. Es

gilt:
T/ falls zs|x
ler(f2) :{ é) el sonst2| 1
1V falls 25|lzy und 21 /25 =1
lei(f) :{ (g } sonstQ‘ 1 e
{1} falls 2y =
10 sonst
| {zo} falls 2 = 29
lor (g) - { 0 sonst

Sei g ein Gatter aus C' mit a(g) # N. Dann ist ac(g) = ac:(g) und die Vorgéanger
von g wurden von C' nach C” iibernommen. Also ist Io(g) = Io(g).

Sei go das Ausgabegatter von C'und C”. Dann gilt I(C) = Io(g¢) = Ic(g9c) = 1(C”).
C' kann in logarithmischem Raum aus C' konstruiert werden. Daher gilt:

MC({n, x,/}V0O) < MC({x,/}U0O)
Die andere Richtung folgt aus Lemma [2.3 O
Folgerung 4.5 MC(+, x, /) ist <!¢-hart fiir PZT .
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4.3 Schaltkreise nur mit Division

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass M (/) NL-hart ist. Dafiir reduzieren wir das NL-
vollstdndige Graph-Erreichbarkeitsproblem auf das Komplement von MC(/).

Definition

GAP =4s {(G,s,t) | G = (V, E) ist ein gerichteter, azyklischer Graph,
s,t € V und in G ist t von s aus erreichbar}

ist das Graph-FErreichbarkeitsproblem (Graph Accessibility Problem,).

Satz 4.6
MC(/) ist <e_hart fiir NL.

Beweis. Wir wollen GAP auf MC(/) reduzieren. Sei G = (V, E) ein gerichteter azykli-
scher Graph mit s,¢ € V. Wir kéonnen G in logarithmischem Raum so umbauen, dass
s eine Quelle ist, ¢ eine Senke ist und jeder Knoten v € V' Eingangsgrad 0 oder 2 hat.
Wir gehen auflerdem von s # ¢ aus. Fiir jeden Knoten v mit v # s und Eingangsgrad
0 sei a(v) = 1 und fiir alle Knoten w mit Eingangsgrad 2 sei a(w) = /. Sei auflerdem
a(s) = 0. Dann ist C' = (G, E,t,«) ein {/}-Schaltkreis. Die Reihenfolge der Vorgénger
der Knoten mit Eingangsgrad 2 kann zuféllig gewédhlt werden. Induktiv kann man fiir
alle Knoten v € V' zeigen:

L. I(v) € {{0}, {1}, 0}
2. Ein Knoten w ist genau dann von s aus erreichbar, wenn I(w) € {),{0}} ist.
1 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

Dann gilt:

(G,s,t) € GAP < Es gibt einen s-t-Pfad in G.
< I(t) € {0,{0}}
s 1¢1(t)=1(C)
< (C,1) ¢ MC(/)

< (C,1) e MC())

GAP ist <!evollstindig fiir NL. Wegen NL = coNL ist damit MC(/) <!°-hart fiir
NL. [l
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4.4 Schaltkreise mit Komplement und Division

Wir werden nun zeigen, dass M C(~, /) P-hart ist. Daftr verwenden wir das Schaltkreis-
auswertungsproblem, welches P-vollstandig ist.

Definition

CVP =4 {(C,x1,...,2,) | C ist ein Schaltkreis mit {V, A, =}-Gattern, n Eingdngen
und einem Ausgang, sodass bei Belequng der Fingdnge
mit x1,...,x, € {0,1} am Ausgang der Wert 1 entsteht}

ist das Schaltkreisauswertungsproblem (Circuit Value Problem).

Satz 4.7
MC(, /) ist <l°_hart fiir P.

Beweis. Sei ein {V, A, —}-Schaltkreis C' mit einem Ausgangsgatter go, Eingabegattern
g1, ---,9, und Eingaben xy, ...z, € {0, 1} gegeben. Wir gehen davon aus, dass C' keine
V-Gatter enthélt. (Diese konnen andernfalls nach den de-morganschen Regeln durch A-
und —-Gatter nachgebaut werden.)

Wir konstruieren einen algebraischen {7, /}-Schaltkreis C” aus C. Dabei wollen wir
die Werte 0 und 1 durch die leere Menge und ihr Komplement (die Menge der nattirlichen
Zahlen) darstellen.

Seien f, fo und f; Gatter, die nicht in C' vorkommen. Sei o(f) = 0, a(fy) = / und
a(f1) = 7. Sei f der erste und der zweite Vorgénger von fy und sei fy der Vorgdnger von

fi1. Dann gilt I(fy) = {0}/{0} =0 und I(f;) =0 =N.

fo: 0

f13© N

Wir kopieren alle Gatter aufler die Eingabegatter aus C' nach C’. Dabei ersetzen wir
A-Gatter durch /-Gatter und —-Gatter durch ~-Gatter. (Die Reihenfolge der Vorgénger
der /-Gatter darf zufillig gewahlt werden.) Wenn ein Gatter g in C' ein Eingabegatter
g; als Vorganger hatte, so verbinden wir g an dessen Stelle mit f,,. Mit den natiirlichen
Zahlen als Grundmenge gelten die Gleichungen:
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1. /0 =0/N=N/0 =0 und N/N=N

2.0 =Nund N=0
Dies entspricht den folgenden Gleichungen fiir die Wahrheitswerte 0 und 1:
1LOAO=0A1=1A0=0und 1A1=1

2. 0=1und -1 =0
Damit lasst sich per Induktion zeigen, dass fiir alle Gatter g aus C' mit g ¢ {f, fo, f1}
gilt:
(i) I(g) € {0, N}
(ii) I(g) = N genau dann, wenn in C bei Belegung der Eingénge mit den Werten
Z1,...,T, am Gatter g der Wert 1 steht.
Also gilt:
(C,xq,...,2,) € CVP & In C steht an go bei Eingaben xy,. .., x, eine 1.
& I(ge) = N (wegen (i)
< 1€ 1(ge) (wegen (i)
s (O 1) e MC(7,))

C’ kann in logarithmischen Raum aus (C,z1,...,x,) konstruiert werden. Daher ist
CVP <l MC(, /). 0

4.5 Schaltkreise mit Multiplikation und Division

Satz 4.8

MC(x,)) ist <l_hart fiir C_L.

Beweis. Sei A € C_L eine Sprache tiber den Alphabet Y. Das heifit es existieren Funk-
tionen fy, fi € #L mit (z € A < fo(x) = fi(x)). Fir ¢ € {0,1} sei M; die nichtdeter-
ministische Turingmaschine, die in logarithmischem Raum arbeitet und fiir alle x € »*
genau f;(z) akzeptierende Pfade hat. Wir betrachten den Berechnungsbaum von M;(x).
Dieser hat f;(z) akzeptierende Pfade. Sei C7¥ der {x }-Schaltkreis, der aus dem Berech-
nungsbaum entsteht, wenn wir an das Ende jedes Pfades ein Eingabegatter setzen und
die Wurzel als Ausgabegatter verwenden. Fiir alle Eingabegatter g sei a(g) = 2, falls der
Pfad akzeptiert und a(g) = 1 sonst. Fir alle anderen Gatter ¢’ in C¥ sei a(g’) = x. Dann
gilt I(CF) = {27/@)}. Sei C* der Schaltkreis, der entsteht, wenn wir die Schaltkreise C&
und C7 kombinieren und um ein neues Ausgabegatter go- ergénzen. Die Vorganger von
go= seien die Ausgabegatter von C§ und CY. gee sei ein /-Gatter. Also:

r e As fo(zr) = fi(x)
< I1(CF) = I(CY)
& 1eI(C5)/1(CY)
s 1el(C)
& (C*1) e MC(x%, /)
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C” kann in logarithmischem Raum aus x konstruiert werden. Damit ist die Behauptung
bewiesen. n

Satz 4.9
MC(x,/) ist <\_hart fiir PL.

Beweis. Sei A € PL. Das heifit es existiert eine probabilistische Turingmaschine M, die
A in logarithmischem Raum erkennt. Es gilt also fiir alle x:

1
r € A proby(x) > 3

O.B.d.A. haben alle Pfade von M die gleiche Lange. Wir konstruieren nun zwei {x, /}-
Schaltkreise C{ und C3 aus dem Berechnungsbaum von M (x) fiir eine Eingabe x. Wir
ersetzen dabei jede Verzweigung des Berechnungsbaums durch ein x-Gatter und jedes
Pfadende durch ein Eingabegatter. In C} wird jeder akzeptierende Pfad durch eine 2
am Eingabegatter am Pfadende dargestellt und jeder ablehnende Pfad durch eine 1. In
C% beschriften wir die Eingabegatter andersherum. Sei n die Anzahl der akzeptieren-
den Pfade des Berechnungsbaums und m die Anzahl der ablehnenden Pfade. Dann ist
I(CY) =2" und I(C%) = 2™. Es gilt:

reEASn>m
Sn>m+1
&2 > gmtt
& 2" /2" e N

Die letzte Bedingung kénnen wir durch das Membership-Problem eines {x, /}-Schalt-
kreises C* darstellen. Wir ibernehmen alle Gatter und deren Beschriftungen und Ver-
bindungen aus C{ und C§ nach C*. Seien ¢g; und g, die Ausgabegatter von C} bzw.
C3. Wir fugen vier neue Gatter fi,..., fy zu C hinzu. Sei a(f;) = 2,a(fz) = x und
a(fs3) = a(fy) = /. Seien g und f; die Vorgénger von fy, g1 der erste und f, der zweite
Vorganger von f3 und f3 der erste und zweite Vorgénger von fy. Sei f; das Ausgabegatter
von C*.
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Dann gilt:

rcAe2/2m e N
& 1elI(C)

C?® kann in logarithmischem Raum konstruiert werden. Daher ist A <l°¢ MC(x, /). O

4.6 Schaltkreise mit Vereinigung und Division
Wir wollen zeigen, dass M C(U, /) NP-hart ist, indem wir EXACT — COV ER darauf

reduzieren.

Definition

Sei X eine Menge und S eine Menge von nichtleeren Teilmengen von X. Fine exakte
Uberdeckung von X ist eine Teilmenge U C S, sodass die Elemente aus U paarweise
disjunkt sind und Uasey A = X. Das heifst in einer exakten Uberdeckung ist jedes Ele-
ment von X in genau einem Element von U enthalten. EXACT — COV ER st das
Entscheidungsproblem, ob gegeben S und X eine solche exakte Uberdeckung existiert,
also

EXACT — COVER =45 {(S,X) | 3U C S: U ist eine exakte Uberdeckung von X}

Wir werden das folgende Lemma bendtigen:

Lemma 4.10 Sei p, die n-te Primzahl fir alle n € N. Fir n > 27 ldsst sich p, mit
2log(n) + 1 Bits darstellen.

Beweis. Wir benutzen folgende Aussage: Fiir n > 4 gibt es mindestens ﬁ(n) Primzah-
len < n.

Das heif$t, fiir n > 2 gibt es mindestens Primzahlen < n?. Die Binardarstellung

n2
8log.(n) ,
der Zahl n? hat 2log(n) + 1 Bits. Fiir n > 27 ist ﬁ(n) > n. Das heifit, fur n > 27 gibt
es mindestens n Primzahlen, die sich in 2log(n) + 1 Bits darstellen lassen. Insbesondere

kann p, mit 2log(n) + 1 Bits dargestellt werden. O

Satz 4.11
MC(U, /) ist <l°_hart fiir NP.

Beweis. Wir zeigen den Satz, indem wir EXACT — COV ER auf MC(U, /) reduzieren.
Sei X = {ai,...,a,} eine endliche Menge und S C P(X) mit ) & S. Sei p: X — P die
Abbildung die a; auf die i-te Primzahl p; abbildet. Geméfl Lemma ist p € FL. Sei

~ P(X) —»N
f A — [yeap(a)

Immerman und Landau zeigen in Theorem 2.2 aus The Complexity of Iterated Mul-
tiplication |IL95|, dass die Berechnung von Produkten, wie dem aus der Abbildung f, in
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logarithmischem Raum moglich ist. Es ist bekannt, dass die Klasse FL unter Komposi-
tion abgeschlossen ist. Daher ist f € FL.

Da p injektiv ist und die Primfaktorzerlegung eindeutig ist, ist f ebenfalls injektiv.
Es gilt fur alle A, B € S:

B
AgB@f(A)|f(B)(:>‘;EA;eN
und falls A C B so ist % = f(B\ A). Diese Aussage nennen wir (*). Sei S =

{Ay,..., A} fir ein geeignetes k. Wir wollen einen {U, /}-Schaltkreis C' konstruieren,
sodass
(S,X) e EXACT —COVER < 1€ I(C)

Fir jedes A; € S sei g, ein Eingabegatter mit I(ga,) = {f(A4;)}. Sei auflerdem gy ein
Eingabegatter mit I(go) = {f(X)}. Wir wollen nun fiir alle 1 < i < k ein Gatter g; mit

I(Qi) = {f (X\ U Aj)

konstruieren. Sei g; fiir ein 0 < ¢ < k schon konstruiert. Sei h;;; ein neues Gatter mit
erstem Vorgénger g;, zweitem Vorgénger ga,,, und o(h41) = /. Sei gi41 ein neues Gatter
mit Vorgangern g; und A, und a(g;41) = U.

I'C{1,...,i} und die A; mit j € [ sind paarweise disjunkt}

gi:

Dann ist
T
I hz =< —|x€l i und Az teilt x
) ={ oy | 2 € 100 wd () it |
B f (X \ Ujer Aj) I C{1,...,i}, die A; mit j € I sind paarweise
a F(Aisr) disjunkt und f(Az) teilt f (X \ Ujer A;)

(—i){f(X\UAj)‘ (i+1}CTC{l,...,i+1} und die A }

e mit 7 € I sind paarweise disjunkt
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und 7(g;+1) ist wie gewiinscht. Sei g das Ausgabegatter von C.
Dann gilt:

1. Falls die Elemente von U C S paarweise disjunkt sind, so ist f(X\Uxerr 4) € I(C).

2. Furalle z € I(C) gibt es ein U C 5, sodass die Elemente von U paarweise disjunkt
sind und z = f(X \ Uaer 4).

3. f(X\User 4) =1 genau dann, wenn Uy A = X.

Also gibt es genau dann eine exakte Uberdeckung U € S von X, wenn 1 € [ ). C
kann in logarithmischem Raum konstruiert werden. Also ist EXACT — COVER gif;g
MC(U, /). EXACT — COV ER ist NP-vollstindig. Damit ist MC(U, /) <!t-hart fiir
NP. O
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5 Ubersicht

Die nachfolgende Tabelle stellt die Ergebnisse dieser Arbeit dar. Fiir M C(O) wird jeweils
als untere Schranke eine Klasse C; angegeben, sodass das Problem C;-hart ist. Eine obere
Schranke im Sinne der Tabelle ist eine Klasse Cy, sodass M C(O) € Cy. Wenn eine untere
Schranke in der Tabelle mit einer externen Quelle belegt wurde, so handelt es sich um
eine Quelle fur die C;-Héarte von MC(O') mit O' C O\ {/}. Daraus folgt die C;-Hérte
von MC(O) mit Lemma 2.3 In den Zeilen 2 und 14 wird sich dabei jeweils auf Korollar
43 aus [Bar+17] bezogen. Die von McKenzie und Wagner iibernommenen Schranken

konnen der Tabelle am Ende von [MWO07] entnommen werden.

@) Untere Schranke Quelle | Obere Schranke Quelle
1 |u,n,~,+ x,/ | NEXP [MWo7] | ?
2 | T4, x,/ PSPACE [Bar+17] | ?
3 UM+, X, NEXP [MWO07] | NEXP 3.9
4 | U+, x, PSPACE [IMWO07] | NEXP 3.0
5 | N+, X, PLIT E 3.8
6 |+, x, PIT 15| E 3.3
7 U,nN, T+, / PSPACE IMWO07] | PSPACE 3.3
8 |7 +,/ PSPACE [12] | PSPACE 3.3
9 |U,N,+,/ PSPACE [MWO7] | PSPACE 3.3
10 | U, +,/ NP [MWO07] | PSPACE 3.3
11| n,+,/ C_L [MWO07] | P 3.8
12| +,/ C_L [MWO07] | P 38
13|U,Nn,~,x,/ | PSPACE [MWO07] | PSPACE 3.1
14|~ %, PSPACE [Bar+17] | PSPACE 3.17
15 | U, N, x, PSPACE [MWO07] | PSPACE 3.17
16 | U, X, NP [MW07] | PSPACE 3.17
17 | N, %,/ PL 19| P 3.14
18 | %,/ PL 19| P 3.14
190N,/ NP 1 11| | PSPACE 3.3
20| —,/ P 1.7 | PSPACE 3.3
21 | U,N,/ NP 1.11| | PSPACE 3.3
22 | U,/ NP 111 | PSPACE 3.3
23 | N,/ NL [MWOT] | P 3.8
24 | / NL P 3.8

95




6 Fazit

Wir haben bewiesen, dass MC(U, N, +, X, /) dquivalent zu MC'(U, N, +, x) und NEXP-
vollstandig ist. In [MWO07] haben McKenzie und Wagner fiir einige Membership-Probleme
bewiesen, dass diese PSPACE-vollstandig sind. Wir konnten die Probleme MC(O U
[+, /}) und MC(O U{x, /}) fiir alle O € {{},{U, 7}, {N, 7}, {U, N, 7}, {U,N}} 7u die-
ser Liste hinzufiigen. Fiir diese O gilt jeweils MC(O) =8 MC(O U {/}). Das heift,
das Hinzufligen der Division hat die Schwierigkeit dieser Membership-Probleme nicht
wesentlich verédndert.

Die Frage, ob MC(U,N, 7, +, X, /) und MC(~,+, X, /) entscheidbar sind bleiben of-
fen. Eine obere Schranke fiir MC(U, N, ™, +, X, /) wére zugleich auch eine obere Schranke
fir MC(U,N, ™, +, x). Aus [MWO07] wissen wir, dass ein Algorithmus fiir dieses Problem
die Goldbachsche Vermutung beantworten wiirde. Daher wire ein Algorithmus fiir dieses
Problem ein duflerst bemerkenswertes Resultat. Wir konnten auch einige untere Schran-
ken zeigen, die im Vergleich zu den Resultaten aus [MWO07] interessant sind:

e MC(U) ist NL-vollstandig. MC(U, /) ist NP-hart.

e MC(U,N) und MC(U,N,”) sind P-vollstandig. MC(U,N, /) und MC(U,N,~, /)
sind NP-hart.

o MC(x) ist NL-vollstandig. M C(x, /) ist PL-hart.

o MC(+,x) ist P-hart. MC(+, x,/) ist PZT-hart. (Das heifit, wir konnen PIT
darauf reduzieren.)

Diese Resultate zeigen, dass falls die jeweiligen Klassen nicht zusammen fallen, diese
Membership-Probleme durch das Hinzufiigen der Division echt schwerer geworden sind.
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