Universitit Wiirzburg
Institut fiir Informatik
Research Report

x

Implementierung und Test
neuartiger
Zufallszahlengeneratoren

S. Wahler, O. Rose, A. Schomig

Report No. 180 September 1997

"

Institut fiir Informatik, Universitidt Wiirzburg
Am Hubland, 97074 Wiirzburg, Deutschland
Tel.: +49 931 888-5510, Fax: +49 931 888-4601
http://www-info3.informatik.uni-wuerzburg.de

Zusammenfassung

Neben dem klassischen linearen Kongruenzgenerator beginnen sich zunehmend auch andere
Techniken der Zufallszahlenerzeugung zu etablieren. Im Rahmen dieser Arbeit werden einige
dieser Algorithmen verglichen.

Kapitel 1 rekapituliert einige Grundlagen zur Thematik. Kapitel 2 beschiftigt sich mit der
Methode der Zufallszahlenerzeugung aufgrund linearer Kongruenzen, zusitzlich wird der
Lagged-Fibonacci-Generator, ein relativ neuer Generatortyp, der ebenfalls lineare Kongruenzen
benutzt, vorgestellt. Kapitel 3 widmet sich zwei Vertretern der nichtlinearen
Kongruenzgeneratoren, dem ,inversen Kongruenz- generator” und dem ,explizit inversen
Kongruenzgenerator”. In Kapitel 4 soll schlieBlich die Methode der Zufallszahlenerzeugung durch
physikalische Messungen aufgegriffen werden. Kapitel 5 stellt eine Ubersicht iiber die
empirischen Eigenschaften der Generatoren anhand ausgewihiter Tests dar und Kapitel 6 zeigt die
Implementierung und Einbindung der Generatoren in ein bestehendes Simulationstool.




Einfiihrung

»1t is not easy to invent a foolproof source of random
numbers. This fact was convincingly impressed upon
the author several years ago, when he attempted to
create a fantastically good generator... The moral
of this story is that random numbers should not be
generated with a method chosen at random. Some
theory should be used.

-- Donald E. Knuth

Anforderungen an einen Zufallszahlengenerator

Zufallszahlengeneratoren sind ein wichtiger Bestandteil jeder Simulation oder Analyse. Durch die gestiegene
Rechenleistung moderner PCs oder Workstations wird es mogliche selbst komplexe Systeme mit einer
Detailtreue zu simulieren, wie es noch vor einigen Jahren undenkbar war. Komplexere Simulationen steigern
aber auch die Anforderungen an den jeweiligen Zufallszahlengenerator. Lange Zeit wurde der EinfluB von
Zufaliszahlengeneratoren auf die Ergebnisse von Simulation und Analyse unterschitzt. Durch die zunehmende
Detailtreue machen sich Defizite bei der Zufallszahlenerzeugung im Ergebnis aber immer deutlicher bemerkbar.
Auch erfordert die parallele Simulation von immer mehr Prozessen, viele Teilfolgen (streams) der eigentlichen
Zufallszahlenfolge erzeugen zu konnen, ohne dabei statistische oder strukturelle Eigenschaften einzubiiBen.
Durch umfangreiche Tests wurde gezeigt, daB es keinen Pseudozufallszahlengenerator geben kann, der alle
méglichen Anforderungen der Simulationstechnik abdecken kann. Um so wichtiger ist es, mehrere verschiedene
Methoden der Zufallszahlenerzeugung inklusive ihrer Vor-, aber auch ihrer Nachteile, zu kennen und so fiir die
gestellte Aufgabe den richtigen Generator auswihlen zu kénnen.

Die Forderungen heutiger Simulationstechnik an einen Zufallszahlengenerator lassen sich wie folgt formulieren:

1. Die erzeugten Zahlen sollen eine im gegebenen Intervall gleichverteilte Zufallsvariable ,,simulieren”,
also Zufallszahlen erzeugen, die
¢ gleichverteilt sind im Intervall U([0; 1])
*  keine Korrelation untereinander aufweisen
* eine gute Streudichte aufweisen
2. Der Algorithmus soll schnell sein, dabei aber keine hohen Speicheranforderungen stellen
3. Jede Folge von Zufallszahlen soll reproduzierbar sein, um
*  Fehlersuche (debugging) und Verifikation des Simulationsmodelles
zu ermoglichen.
* den Vergleich verschiedener Simulationsmodelle durch
Verwendung der gleichen Zufallszahlenfolge zu erméglichen.
4. Es soll méglich sein, durch Aufteilung der Zufallszahlenfolge in Streams, parallel ablaufende
Prozesse zu simulieren.

Die Beschrinkung auf Gleichverteilung im Intervall U([0;1[) ist dabei in der Realitit kein Nachteil.
Zufallszahlenerzeugung ist immer ein zweistufiger ProzeB. Erst werden gleichverteilte Zufallszahlen erzeugt, im
zweiten Schritt werden diese dann in die gewunschte Verteilung transformiert. Die hierzu verwendeten
Methoden sind nicht Thema dieser Arbeit.

Anmerkungen zum Thema ,,Zufilligkeit”

Besondere Beachtung verdient dabei Punkt 1 der obigen Forderungen Der wesentliche Punkt bei der Simulation
von Zufall mit einem Computer ist, daB letzterer ist, was vorheriger absolut nicht ist: deterministisch. Auch das
o.g. Zitat von J. von Neumann verdeutlicht, weshalb die Formulierung von ,simulierten Zufallsvariablen”
gebraucht wurde.

Pseudozufallszahlengeneratoren sind nicht mehr und nicht weniger, als Algorithmen, die nach genau definierten
mathematischen Regeln eine periodische Folge von Zahlen produzieren, die man als Realisationen einer
gleichverteilten Zufallsvariable im Intervall U([0; 1{) auffassen kann. Anders ausgedriickt:




Pseudozufallszahlen sind fiir Anwendungen gemacht. Sie haben Eigenschaften, die stark von der
gewihlten Art der Generierung abhidngen. Was jedoch ,,zufillig” ist, das kommt ganz auf die
Erfordernisse der jeweiligen Situation an. Allein die aktuelle Anwendung bestimmt die statistisch,
strukturell oder empirisch relevanten Eigenschaften, die die generierten Zufallszahlen erfiillen
miissen.

Auch wenn diese einleitenden Worte nur Zusammenhiéinge und Tatsachen widerspiegeln, die im Prinzip seit
mehreren Jahrzehnten in der Simulationstechnik bekannt sind, so erscheint es, vor allem vor dem Hintergrund
vieler Veroffentlichungen der letzten Zeit, notwendig, sie immer wieder in das Gedachtnis zuriickzurufen. Das
obige Zitat von Donald E. Knuth hat also, obwohl bereits aus dem Jahre 1968, noch nichts von seiner Aktualitit
eingebiiBt.
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Vorstellung der Generatoren

»Pseudorandom number generatores are like antibiotics.
No generator will be appropriate for all tasks”
-- P. Hellekalek

Alle hier aufgefiihrten Generatoren produzieren idealerweise cine Folge (y»)¥7} von Werten aus der Grundmenge
{0,1,...M—1}. U([0;1[) gleichverteilte Zufallszahlen (xa)N3 lassen sich durch die Normalisierung x, = i;
erzeugen..

Diese Methode bietet zwei Vorteile:

* Die gesamte Berechnung der Folge (u.) wird ausschlieBlich durch Ganzzahl-Arithmetik
durchgefiihrt. Rundungsfehler durch FlieBkomma-Arithmetik treten also héchstens bei der
anschlieBenden Normierung auf und haben keinen EinfluB auf andere Folgenglieder. Als Folge
davon 148t sich der Generator leichter auf andere Rechnersysteme portieren, da die u.U.
differierenden Reprisentationen der Gleitkommazahlen keine Rolle spielen.

*. Die abgeschlossenen Menge {0,1,....M -1} bietet durch Ausnutzung ihrer algebraischen und
numerischen Struktur die Moghchkext schnellstméglicher Berechnungen. Eine genaue Behandlung
dieses Gebietes findet sich in [LiNi83].und [Le95].

Die bekannteste und wichtigste Klasse der Generatoren ist nach wie vor die der linearen Kongruenzgeneratoren,
weshalb die Vorstellung der Generatoren auch mit diesem Typ beginnt.

Lineare Kongruenzgeneratoren

Vorgestellt wurde diese Methode erstmals im Jahr 1951 durch Lehmer (vgl. [LaKe91]). Diese Generatoren
stellen heute quasi das ,,workhorse” der Simulationstechnik dar und werden in allen bekannten Simulationstools
(z.B. ModSim, Arena) in verschiedenen Versionen eingesetzt.

Linearer Kongruenzgenerator

Einfithrung und Schreibweise

Bei der Erzeugung von Zufallszahlen durch einen linearen Kongruenzgenerator (linear congruential generator,
LCG) sind folgende Parameter zu wiihlen:

e M .. Modulus, {0, 1, ..., M — 1} stellt die Grundmenge des Generators dar
* a der Vorfaktor

e b die additive Konstante

* Yo .. der Startwert (,,seed”), mit dem der Generator initialisiert wird.

Der lineare Kongruenzgenerator wird dann definiert durch die Rekursion
Yn+1 =@ *Yn +b(modM),n >0,

Dieser Generator wird durch die Schreibweise LCG(a, b, M, yo) eindeutig charakterisiert.
Die iibliche Normalisierung x, = -’-,1,"— erzeugt daraus dann die gewiinschte Sequenz (x,)n0
in U([0; 1]).

Eigenschaften

Nicht umsonst ist der LCG die heute am weitesten verbreitete Methode der Zufallszahlenerzeugung. Die
wesentlichen Vorteile der LCGs sind anhand der Rekursionsvorschrift erkennbar:
* schnelle Berechnung durch einfache Rekursion und ausschlieBliche Verwendung von
Ganzzahl-Arithmetik.
*  geringer Speicherplatzbedarf, da zur Berechnung einer Zufallszahl nur der direkte Vorginger
bekannt sein muf.
*  Reproduzierbarkeit der Zufallszahlenfolge ist durch den verwendeten deterministischen Algorithmus
véllig problemlos, es ist nur erforderlich sich den Startwert der Folge zu speichern.



Ein weiterer Vorteil des LCG ist, daB8 seine Zufallszahlenfolge auch iterativ berechnet werden kann. Durch
Induktion zeigt man:

yi=[aiyo+ 252 ] (mod m)

Unzweifelhaft produziert die lineare Kongruenzmethode eine periodische Folge von Zufallszahlen. Nachdem
Jede berechnete Zahl nur vom Vorginger abhingt, ist klar, daB der Generator seine Periode vollendet hat, falls
ein Wert zweimal auftaucht. Die maximal mégliche Periodenliinge, eines solchen Generators ist dabei sein
Modulus M. Generiert ein LCG alle Werte im Intervall [0, M—1], so hat er ,volle Periode”. Seine
Periodenlinge ist damit unabhiingig von der gewihlten Initialisierung (Vorsicht, falls ), was bei Generatoren mit
unvollstindiger Periode keineswegs gegeben ist.

Die Frage, ob ein LCG volle Periode hat, 148t sich aufgrund des folgenden Theorems entscheiden [LaKe91]:

Theorem: Ein LCG hat volle Periode dann und nur dann, wenn die folgenden drei Bedingungen

erfiillt sind:
1. Die einzige positive ganze Zahl, die M und b teilt, ist 1. Anders ausgedriickt: M
und b sind teilerfremd.
2. Falls q eine Primzahl ist, die M teilt, dann teilt q auch (a-1).
3. Falls 4 Teiler von M ist, dann auch von (a-1).

In der Praxis werden deshalb drei Klassen von LCGs verwendet:
* LCG(a,b,2%y,) wobei M eine Zweierpotenz darstellt, a = 5 (mod 8), b ein ungerader Integer-Wert,
Yo beliebig ist.
* LCG(a,0,M,yo) wobei M Primzahl, a eine primitive Wurzel (mod M) und yo # O ist.
* LCG(a,0,2%yo) wobei M wieder eine Zweierpotenz, a = 5 (mod 8) und Yo gerade ist.

Die beiden letztgenannten Generatortypen werden auch multiplikative Kongruenzgeneratoren genannt. Fiir eine
theoretisch Diskussion dieser Klassifizierung sieche [Ni92] und [Ri87]. Fiir eine Berechnung der Parameter des
ersten Typs siche [PaMi88].
Die beiden wichtigsten empirischen Anforderungen an einen Generator
*  Gleichverteilung: die erzeugten Pseudozufallszahlen sollen im Intervall U([0; 1[) gleichverteilt sein
*  Unabhingigkeit: im Abstand d (d beliebig) aufeinanderfolgende Zufallszahlen sollen unkorreliert
sein.
meistert die Zufallszahlenfolge des LCG fiir gut gewihlte Parameter und einfache Tests bekanntermaBen ohne
Probleme. In Kapitel 5 wurden im Rahmen des Vergleichstests ein x2-Test und ein Autokorrelationstest
durchgefiihrt, die diese Behauptungen bestiitigen.
Aufgrund dieser Eigenschaften wurde und wird der LCG als der Standardgenerator in allen Simulationspaketen
cingesetzt. Untersucht man dagegen den LCG noch etwas genawer, so entdeckt man einige, lngst bekannte, aber
trotzdem kaum beachtete Defizite.
Der LCG verursacht vor allem zwei wesentliche Probleme:
¢ der LCG reagiert nicht nur sehr sensibel auf die Wahl der Parameter sondern auch auf die Art der
Auswahl seiner Teilfolgen (streams).
¢ bei der Betrachtung von Lattice-Strukturen im s-dimensionalen Hyperraum (Lattice Test mit
tiberlappenden s-Tupeln (X, Xn+i, ..., Xnts)) Versagt jede Form des LCG, z.T. schon bei relativ kleinen
Werten von s, d.h. die Unabhingigkeit der Zufallszahlenfolge ist nicht so gut wie angenommen.
Als Beispiel fiir ersteres Problem soll hier der ,,minmal standard generator” dienen, der in unserer Schreibweise
dem LCG(16807,0,23! - 1,yo) entspriiche.
Hellekalek et. al. (vgl. [HMW94]) filhrten mit diesem weit verbreiteten Generator einen Runs-Up Test mit
K=100 sukzessiven Proben und einer festen GréBe der Samples N durch. Diese 100 Werte sollten anschlieBend
annihernd y2-verteilt sein. Die horizontalen Linien in den Diagrammen stellen dabei die Quantile des auf diese
100 Werte angewandten Kolmogoroff-Smirnov-Tests fiir ein Signifikanzniveau von 0.05 und 0.01 dar. Die
x-Achse reprisentiert die GroBe der Proben von 2!%bis 22!, die y-Achse zeigt die Werte des Tests von
Kolmogoroff-Smirnov.
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Substream (x77.,) Substream (x16.n)

Wiihrend die Teilfolge (x16x) den Test meistert, versagt die Teilfolge (x77,) vollig. Dieser Effekt ist dabei nicht
auf die relativ groB gewihlten Proben zuriickzufiihren. Weiterfiihrende Untersuchungen von K. Entacher (vgl.
[En94]) férderten bei jedem der untersuchten LCGs dasselbe Resultat zu Tage. Diese Tatsache behindert vor
allem MaBnahmen zur Parallelisierung des LCG, da die so erzeugten Streams z.T. keineswegs die erwarteten
Eigenschaften aufweisen.

Auch zweites oben angesprochenes Problem, die Defizite im Lattice-Test, konnen fiir tiefgreifende Verfilschung
der Simulationsergebnisse verantwortlich sein.

Bei Tupeln (xy, ..., Xn4s) filr kleines s ist zundchst noch eine schéne feinkérnige Gitterstrukur erkennbar.

0.001

Bild 3
LCG(950706376,0,1,23! - 1)

Unweigerlich kommt aber fiir jeden LCG ein Wert g, sodaB der Lattice Test fiir iiberlappende Tupel (xn, ...Xn+o)
groBe Liicken im Hyperraum der Dimension o hinterliBt (vgl. [Le95] [HMW94] [We94]). Das spektakulirste
Beispiel in diesem Zusammenhang ist ohne Zweifel der Generator RANDU von IBM (entspricht:
LCG(65539,0,1,2%1)). Bereits bei einer Betrachtung der Tripel (xa,Xn+1,Xns2) ist von einer feinkrnigen
Sittigung des dreidimensionalen Hyperraums nichts mehr zu erkennen.




Bild 4
LCG(65539,0,1,23!) ,RANDU”

Deutlich sind hier die 15 Ebenen zu erkennen, die Marsaglia bereits 1968 in seiner bekannten Verdffentlichung:
»Random numbers fall mainly in the planes” (vgl. [Ma68]) beobachtete und untersuchte. Fiir weitere Beispiele
zu dieser Thematik sei wiederum auf die Arbeiten von Hellekalek et. al. (vgl. [HMW94]) verwiesen, wo die
beobachteten Korrelationen anhand von weiteren statistischer Verfahren genauer betrachtet wurden.

Im Gegensatz zu diesen empirischen Tests bieten die Arbeiten von Hannes Leeb (vgl. [Le95]) eine direkte
mathematische Analyse der entstehenden Lattice-Strukturen.

Beides wiirde in diesem Zusammenhang aber zu weit fiihren, da in dieser Arbeit Zufallszahlengeneratoren aus
der Sicht der Simulationstechnik gesehen werden sollen.

Als unangenehm, wenn auch nicht so bedeutend wie die beiden o.g. Phinomene, miissen die ,long-range
correlations” also die statistische Korrelation von Zufallszahlen x, und xn+q4 in groBer, aber fester Entfernung d
angesechen werden. Diese Tatsache limitiert natiirlich die Linge der in der Simulation verwendbaren
Zufallszahlenfolge. Weiterfiihrende Informationen zu diesem Thema bieten die Arbeiten von A. de Matteis und
S. Pagnutti (vgl. [MaPa90]).

Alles in allem li#8t sich sagen, daB die einfache und regelmiBige Rekursionsvorschrift des LCG, die ihn zum am
weitesten verbreiteten Zufallszahlengenerator werden lies, letztendlich die auch die Ursache fiir o0.g. Probleme
ist.

Aus diesem Grund kam der Gedanke nach andern Erzeugungsvorschriften auf. Die Entwicklung ging dabei
hauptsidchlich in zwei Richtungen:

e Abkehr von der linearen Rekursion und Suche nach neuvartigen Methoden der
Zufallszahlengenerierung. Beispiele hierfiir werden im nichsten Kapitel in Form von inversem- und
explizit-inversem Kongruenzgenerator behandeit.

¢  Weiterentwicklung der linearen Rekursion zur systematischen Ausmerzung der Nachteile, ohne auf
die Vorteile der linearen Rekursion zu verzichten. Ein Vertreter dieser Gattung stellt der
Lagged-Fibonacci-Generator dar, der im folgenden Abschnitt vorgestellt werden soll.

Lagged-Fibonacci-Generator

Ein weiter Vertreter der Klasse von Generatoren die auf die Methode der linearen Kongruenzen vertraut ist der
Lagged-Fibonacci-Generator.
Entwickelt wurde der Generator vom Lehrstuhl fiir Kommunikationsnetze der RWTH Aachen.




Einfiihrung und Schreibweise

Bei der Erzeugung von Zufallszahlen durch den Lagged-Fibonacci-Generator LFG sind folgende Parameter zu
wihlen:

* M Modulus, die Menge {0, 1, ..., M — 1} stellt die Grundmenge des
Generators dar

e d eine additive Konstante

* e ein Startwert fiir eine Folge von Hilfswerten

o ()Y die Seedfolge von mindestens 97 Werten, mit dem der

Generator initialisiert wird.

Die Wahl obiger Parameter wird durch die Definition der Rekursionsvorschrift des
Lagged-Fibonacci-Generators klar:

Zn+l = (Yn—9741 — Yn-33+1) (mod M)

ent1 = (en —d) (mod M)

Yn+1 = (Zn+1 = €ne1) (mod M)

GemiB oben vereinbarter Schreibweise ist yn.+1 die aktuell zu erzeugende Zufallszahl, 2,41 und eps1 hierfiir
benétigte Hilfswerte. ‘

Dieser Generator wird durch die Schreibweise LFG(eo,d, M, (yn)X5) eindeutig charakterisiert.

Die iibliche Normalisierung x, = %,'— erzeugt daraus dann die gewiinschte Sequenz (x»)ns0 in U({0; 1[).

Eigenschaften

Betrachtet man die Rekursionsvorschrift, so wird eines klar: Im Vergleich zum LCG ist der LFG zwar auch ein
linearer, aber keineswegs ein einfacher Kongruenzgenerator, da zur Erzeugung einer Zufallszahl die
vorangegangenen 97 Zufallszahlen parat sein miissen.

Zudem fillt auf, daB die multiplikative Konstante a des LCG hier nicht auftaucht, bzw. auf eins gesetzt ist. Die
ausschlieBliche Verwendung der Addition in der Erzeugungsvorschrift erméglicht grundsitzlich eine extrem
schnelle Berechnung. Dies ist vor allem deshalb gegeben, da die Modulo-Rechnung bei einfacher
Summenbildung auf einen Vergleich zuriickgefiihrt werden kann. Dieser Vorteil wird teilweise durch den
groBeren Aufwand zur Verwaltung der Datenstruktur aufgefangen. Niheres dazu findet man im Kapitel 7 bei der
Beschreibung der Implementierung.

Als weiteres Argument gegen den LFG wird oftmals der erhdhte Speicherplatzbedarf zur Abspeicherung von
aktuellen Streams oder des Seeds angefiihrt. Bei der Abspeicherung von Streams ist es notig, neben dem direkten
Vorginger, wie beim LCG, auch noch 96 weitere Zahlen aus der bisherigen Zufallszahlenfolge im Speicher
unterzubringen. Selbst wenn man sich vor Augen hilt, daB die verwendete Zahlendarstellung eines solchen
Generators mindestens 4 Byte erfordert, und daB moderne Simulationen ohne weiteres 100 oder mehr Streams
erfordern konnen, ist dieser Speicheraufwand bei modernen Rechnern véllig vernachlissigbar und macht sich in
der Praxis keinesfalls bemerkbar.

Auch hinsichtlich der Reproduzierbarkeit der Zufallszahlenfolge ist der LFG genauso problemlos wie der LCG.
Es gibt einen signifikanten Unterschied in den Eigenschaften beider Generatoren. Auf verschiedenartige
Auswahl von Teilstreams aus der Zufallszahlenfolge reagiert der Lagged-Fibonacci-Generator wesentlich
unempfindlicher.

Verschieden Runs-Tests beweisen, daB die Qualitiit der Substreams nicht von deren Auswahl aus der
Zufallszahlenfolge beeinfluBt wird (vgl. [G096]).

Nichtlineare Kongruenzgeneratoren-

Wie schon im letzten Abschnitt erwihnt wurde nicht nur versucht auf direktem Weg den LCG zu ‘tunen’,
sondern man wandte sich auch vollkommen neuen Erzeugungsmethoden fiir Zufallszahlen zu. Dies bedeutete im
konkreten Fall eine Abkehr von der linearen, hin zur nichtlinearen Rekursion.

Bevor eine Form dieser neuen Erzeugungsart, die inverse Rekursion, konkret besprochen wird, seien zunéchst
einige Anmerkungen zu nichtlinearen Kongruenzgeneratoren erlaubt. Die Idee, nichtlineare Kongruenzen zur
Zufallszahlenerzeugung einzusetzen, wurde erstmals von Eichenauer et. al. (vgl. [EGL88]) vorgestellt. Die durch
lineare Rekursion verursachten GleichmiBigkeiten in der LCG-Zufallszahlenfolge sollen hierdurch behoben
werden. :




Nichlineare Kongruenzgeneratoren

Nachdem es sich hier, dhnlich wie beim LCG um eine einfache Kongruenzmethode handelt, sieht die Erzeugung
von Zufallszahlen durch einen nichtlinearen Generator (nonlinear congruential generator, NLCG) zunichst ganz
ghnlich aus.
Wir wihlen eine groBen Primzahl M, etwa M = (23! — 1) und generieren dann eine Folge von natiirlichen Zahlen
¥1,¥2, ... aus der Menge N, = {0, 1, ..., M ~ 1} durch die Rekursion

Yn+1 =fyn) (mod p)
mit Hilfe einer nichtlinearen Funktion, die so gewihlt wird, daB die Folge yo,y1,... periodisch mit minimaler
Periodenléinge M ist. Diese Funktion stellt also eine Selbstabbildung der abgeschlossenene Menge N, auf sich
selbst dar. AnschlieBend werden nichtlineare kongruente Pseudozufallszahlen (x,)wieder durch die
Normalisierung x, = %;- erzeugt.
Ziel ist es also, eine derartige nichtlineare Funktion zu finden.

Inverser Kongruenzgenerator

Einfiihrung und Schreibweise

Inverse Kongruenzgeneratoren verwenden hierfiir die Berechnung der multiplikativen Inverse (mod M). Fiir ein
¢ € Ny definieren wir die mulitplikative Inverse ¢ als ‘
* imFallvonc=0seic=0
* sonst muB gelten ¢Z = 1 (mod p), wobei 1 hier fiir das Einselement, also das neutrale Element bzgl.
der Multiplikation steht.(in R wiirde gelten: ¢ = +)

Bei der Erzeugung von Zufallszahlen durch einen inversen Kongruenzgenerator (inversive congruential
generator, ICG) sind folgende Parameter zu wihlen:

e M .. Modulus, {0, 1, ..., M — 1} stelit- die Grundmenge des Generators dar
e a der Vorfaktor

e b die additive Konstante

* Yo o o.. der Startwert, mit dem der Generator initialisiert wird.

Der inverse Kongruenzgenerator wird dann definiert durch die Rekursion
Ynt1 =@y, +b (mod M), n>0 .

Dieser Generator wird durch die Schreibweise ICG(a, b, M, yo) eindeutig charakterisiert.

Die iibliche Normalisierung x, = 3> erzeugt daraus dann die gewiinschte Sequenz (x,)n20
in U([0; 1[).

Das multiplikativ-inverse Element

Schon an der Rekursionsvorschrift ist erkennbar, daB die Berechungskomplexitiit im Vergleich zum LCG hoher
liegen wird. Verursacht wird dieser Anstieg durch die benétigte ,Invertierung” der Zufallszahl.

Gesucht wird zu einer Zahl » multiplikativ-inverse Element n' iiber der Menge {0, 1,...,M — 1}, also die Zahl n',
sodaB n-n' =1 (mod M) gilt.

In der angegebenen Menge konnte dies zundchst durch die Vorschrift ¢=cM2 (modp) erfolgen, bei
gewiinschten Periodenldngen von M < 23! ist der dazu notige Berechnungsaufwand keinesfalls akzeptabel.

Aus diesem Grund wird in der Praxis der Algorithmus von Euklid verwendet, der eingesetzt zur Ermittlung des
groBten gemeinsamen Teilers ggT(n, M) als erfreuliches Nebenprodukt das multiplikativ inverse Element liefert.
Dieser Algorithmus diirfte aus den Standardwerken der Analysis hinreichend bekannt sein (vgl. z.B. [He91]).
Gegeniiber anderen Verfahren, wie z.B. der Primfaktorzerlegung, hat dieser den Vorteil, sich automatisieren zu
lassen (vgl. Kapitel 6 iiber die Implementierung der Generatoren).

Die durch die Inversion zusdtzlich anfallende ZeiteinbuBe ist damit im schlechtesten Fall um den Faktor drei
hoher als beim herkommlichen LCG, wenn man die Anzahl der Multiplikationen als MaBstab wihlt. Selbst unter
dem Gesichtspunkt, daB umfangreiche Simulationen groBe Mengen von Zufallszahlen bendtigen, und der
Zufallszahlengenerator hier durchaus EinfluB auf die Laufzeit der Simulation haben kann, wird dieser
geringfiigig hohere Aufwand in der Praxis so gut wie nicht spiirbar. Im praktischen Einsatz in mehreren
Simulationsmodellen unterschiedlicher Komplexitit und mit unterschiedlichen Parametern waren selbst im



schlechtesten Fall Verzdgerungen von hochstens Faktor 2 im Vergleich zum konkurrierenden LCG
hinzunehmen.

Hiermit ist das letzte Wort noch nicht gesprochen. Zusitzliche Verbesserungen lassen sich durch Verwendung
von zusammengesetzten Generatoren (compound generators) und der digital inversen Methode erreichen. Die
Idee, die hinter letzterem Verfahren steht ist die folgende:

M 2
Man fiihrt die Berechnung von ¢ = cM2 auf die von (czi z J“) zuriick, was durch die Identititen

am
mN22 m_
i — (a2 : ) a?? " fiir gerades m

(m+1)
e (n=1) 2152 D) N2
a?™l= [az 2 '1) (az 2 "J a fiir ungerades m

erfolgen kann. Fiir detailliertere Informationen sei auf Arbeiten von Niederreiter (vgl. [Ni92] und [Ni..])
verwiesen.

Eigenschaften

In Bezug auf Speicherplatzbedarf und Reproduzierbarkeit von Zufallszahlenfolgen steht der ICG dem
klassischen LCG in nichts nach. Auch die Frage der gewachsenen Berechnungskomplexitit ist in der Praxis kein
Problem, wie wir eben gesehen haben.

Die Frage, ob ein ICG volle Periode hat, 148t sich aufgrund des folgenden Theorems entscheiden (vgl. [We94]):

Theorem: Ein ICG hat volle Periode dann und nur dann, wenn der Quotient aus den Wurzeln des
Polynoms x? —bx—a iiber Nj multiplikative Ordnung (p+ 1) in der abgeschlossenen Menge mit M?
Elementen hat.

Dies bedeutet, daB es die Forderung nach Primitivitit des Polynoms x> —bx—a, eine hinreichende Bedingung
fiir die volle Periodenldnge eines ICG ist.
Ist dies der Fall, so erreicht die Folge (x») alle rationalen Zahlen aus der Menge U([0; 1[) mit Nenner M.
Diese Forderung nach Primitivitit eines Polynoms mag zunichst sehr kompliziert klingen, es gibt aber
weitreichende Studien und Algorithmen solcher IMPs, einer Oberklasse der primitiven Polynome.
Vorgestellt wurde diese neue Klasse von Polynomen von Flahive und Niederreiter (vgl. [FINi92]), der erste
Algorithmus fiir das Auffinden von IMP-Polynomen iiber einer abgeschlossenen Menge wurde von Chou (vgl.
[Ch93]) veroffentlicht. Hellekalek et. al (vgl. [He94] und [HMW94]) schlieBlich modifizierten diesen
Algorithmus und fiihrten Laufe durch, soda3 heute umfangreiche Parametertabellen fiir die Implementierung von
inversen Generatoren zur Verfiigung stehen. (siehe Anhang)
Die einfachen empirischen Tests auf Gleichverteilung und Unabhingigkeit meistert der ICG genauso exzellent
wie der LCG. An dieser Stelle mochte sei der Leser wieder auf Kapitel 5 verwiesen, wo anhand von ):2-Test und
Autokorrelationstest diese Eigenschaften nochmals bestitigt wurden.
Im Gegensatz zum LCG sind aber auch Lattice-Tests fiir den ICG kein Problem. Betrachtet werden wieder die
iiberlappenden s-Tupel

Zn = (XnXni1; - Xpas—1) Hir 02> 0
oder die nichtiiberlappenden s-Tupel

Zn = (Xnss Xnstls s Xnsts~1) Hir n>0
im s-dimensionalen Hyperraum [0; 1[*.
Sind die zugrundeliegenden Zufallszahlen Realisationen einer unabhingigen, U([0; 1[)-gleichverteilten

Zufallsvariable, so unterliegen die Vektoren Z, in jedem Fall einer Gleichverteilung im Hyperraum U([0; 1[*).
Fiir ein sample P=(z,)’5 kann die Analyse sowohl mit zahlentheoretischen als auch mit statistischen
Methoden erfolgen, um die vorliegende empirische Verteilung zu ermitteln.

In der Zahlentheorie nennt man diesen Test ,,star discrepancy” (vgl. [Ni92] und [Ni..]). Dieser Test erlaubt sogar
eine GroBenordnungabschitzung der Diskrepanz und die Ergebnisse sind zuverlissiger, da sie normalerweise fiir
die ganze Periode des Generators gelten und nicht nur fiir die kleinen Teile, die in der Praxis benutzt werden.
Der ICG iiberzeugt in dieser Disziplin vollstindig.

Diese o0.g. Untersuchung forderte noch eine weitere interessante Eigenschaft zu Tage: die Unabhingigkeit der
erzeugten Zufallszahlen ist von der Wahl der Parameter véllig unabhiingig. Mit anderen Worten: Wurden die
Parameter a und b so gewihlt, daBl volle Periodenldnge induziert wird, sind diese hervorragenden statistischen
Eigenschaften immer gewihrleistet.

Natiirlich konnen theoretische Tests, wie der letztgenannte, niemals garantieren, dafl diskrete Proben der
Zufallszahlenfolge dieses Generators auch wirklich den entsprechenden statistischen Tests geniigen. Dies liegt




daran, daB man in den theoretischen Tests das Verhalten sehr langer Proben analysiert, wihrend empirische
Tests relativ kurze Folgen untersuchen (vgl. dazu Abschnitt 3.1 aus [He95]).

Aus diesem Grund soll ein empirischer Test, der, wie man sehen wird, das obige Ergebnis bestitigt, folgen. Eine
geeignete statistische Methode hierfir ist der der klassische ,goodness-of-fit Test”, der zweiseitige
Kolmogoroff-Smirnov-Test. BekanntermaBen vergleicht man hierbei direkt die empirische mit der erwarteten
Verteilung der z,. Hier bestitigt der ICG die obigen Ergebnisse und passiert den Test ohne Probleme (vgl.
[Ni92] und [Ei94]).

Eine interessante Untersuchung zu diesem Thema wurde von Peter Hellekalek auf der Basis des M-Tupel-Tests
durchgefiihrt (vgl. [He95]).

Eichenauer-Herrmann hat in seiner gleichnamigen Veroffentlichung aus dem Jahre 1991 gezeigt: ,Inversive
congruential random number avoid the planes”. (vgl. [Ei91])

Dieses Ergebnis wird bestitigt durch Arbeiten von Niederreiter (vgl. [Ni92] und [Ni..]), der durch umfangreiche
Tests zeigte, daB der ICG Lattice-Tests in Dimensionen besteht, die fiir den LCG véllig undenkbar wiren.

Auch im Bereich der ,long-range”-Korrelation ist der ICG iiberlegen, wie Tests von Entacher (vgl. [En..a] und
[En..b]) belegen. Das Testszenario ist dabei wieder das gleiche, wie beim Runs-Test des LCG. Die beiden
horizontalen Linien représentieren wieder die kritischen Werte der TestgroBe des Kolmogoroff-Smirnov-Tests
fir ein Konfidenzniveau von 0.05 bzw. 0.01, die x-Achse veranschaulicht wieder die GroBe der Proben.
Betrachtet wird wieder die Teilfolge (x77,).

4200 4400 4600 4800 5000

Bild 5
1CG(1,1,1,23! - 1), short ICG”

Der Unterschied wird beim Vergleich mit der Grafik des LCG deutlich.
Fiir eine detailliertere Untersuchung der Generatortypen mit dem Runs-Test sei der interessierte Leser auf o.g.
Literaturstellen verwiesen.

Explizit inverser Kongruenzgenerator

Ein weiterer Generator der nach dem gleichen Prinzip arbeitet, ist der explizit inverse Kongruenzgenerator
(explicit inverse congruential generator, EICG). Auch er benutzt das die Berechnung der multiplikativen
Inversen um die o0.g. Nachteile des LCG zu iiberwinden. Der Unterschied zum ICG liegt darin, daB der EICG
kein rekursiver Generator ist.

Einfiihrung und Schreibweise

Bei der Erzeugung von Zufallszahlen durch den explizit inversen Kongruenzgenerator (explicit inversive
congruential generator, EICG) sind folgende Parameter zu wihlen:

« M Modulus, {0,1,...,M — 1} stellt die Grundmenge des Generators dar
* a der Vorfaktor
* b die additive Konstante
e no .. der Startindex no € {0, 1, ..., M — 1}, der zugleich Index der ersten
erzeugten Zufallszahl der Zufallszahlenfolge (x,)ist.
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L



Der explizit inverse Kongruenzgenerator wird dann definiert durch
Yn =a-(n—no)+b (mod M), n20

Dieser Generator wird durch die Schreibweise EICG(a, b, M, no) eindeutig charakterisiert.
Die iibliche Normalisierung x,, = %} erzeugt daraus dann die gewiinschte Sequenz (x,) 0
in U([0; 1).

Eigenschaften

Nachdem der EICG quasi den kleinen Bruder des ICG darstellt, werden seine Eigenschaften hier nur noch kurz
zusammengefaBt, und der interessierte Leser moge fiir weiterfilhrende Informationen die entsprechend
angegebene Literatur zu Rate ziehen.

Zunichst féllt auf, daB die additive Konstante eigentlich iiberfliissig ist. Die Generatoren
EICG(a, b, M, no) und EICG(a,0, M, mg) mit mo = no +ab (mod M) produzieren identischen Output.

Die maximal mogliche Periodenlénge ist M. Um einen Generator mit maximaler Periode zu erhalten, ist es aus
gerade erlduterten Eigenschaften, lediglich notig, den Parameter a #+ 0 und M als Primzahl zu wihlen.
Reproduzierbarkeit und Berechnugskomplexitit sind, dhnlich wie beim ICG, keinerlei Hindernisse dar. Auch
hier bietet sich natiirlich die Moglichkeit von zusammengesetzten Generatoren, bzw. der Einsatz der
digital-inversen Methode (vgl. Abschnitt iiber den ICG) an, falls zusitzliche Leistungssteigerungen erwiinscht
sind. ‘

Lattice-Test und ,Jong-range”-Korrelationen stellen fiir den EICG, aus den gleichen Griinden wie beim ICG,
keinerlei Schwierigkeiten dar. Fundiert wird diese Tatsache durch weitreichende empirische Tests, im Bezug auf
Lattice-Tests durch die Arbeiten von Niederreiter (vgl. [Ni94]), im Fall der Korrelationen durch
Eichenauer-Herrmann und Niederreiter (vgl. [Ni94], [Ei93] und [EiNi94]), Tests wie z.B. Runs-Tests wurden
von Hellekalek durchgefiihrt (vgl. [He95]).

Im Bezug auf Art und GroB8e von Substreams gelten fiir den EICG die gleichen Aussagen wie fiir den ICG.

Sonstige Generatoren

Puran-2-CD

Eine vdllig Abkehr von herkémmlichen Methoden stelit der letzte hier vorzustellende Zufallszahlengenerator
dar. Hierbei werden die Zufallszahlen nicht durch mathematische Methoden berechnet, sondern physikalisch
gemessen und abgespeichert. Im vorliegenden Fall diente dazu eine CD.

In der ersten Ausgabe der Puran-CD wurden dabei Messungen aus dem radioaktiven Zerfall benutzt, zeigten
nicht die gewiinschte Qualitit der Ergebnisse. Aus diesem Grund und um die komplizierten
Sicherheitsmafinahmen bei Messungen aus radioaktivem Zerfall moglichst zu vermeiden, wurde bei der zweiten
Fassung der Puran-CD eine andere Datenquelle, némlich ein Semiconductor Random Noise Generator gewihlt.

Einleitung

Folgende Skizze (entnommen aus der Beschreibung der Puran-2-CD) veranschaulicht den Versuchsaufbau.

Sampling Circuit

Idi

T=02ps fipflop

Computer
{Sun 3861)
Mrégom [ P B b Online
he—{ ERtap tatistical Test Statistical [~
054 GByse | 2 CBYte Recoding | |  Tests
Bild 6
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Versuchsaufbau fiir die Zufallszahlenerzeugung

Das Signal des Tongenerators wurde durch den Bandpass auf ein Frequenzspektrum von 0..13GHz gefiltert.
Durch schnelle GaAs-Flip-Flops, Verwendung nur jedes 20. Bits des holding flip-flops und lange MeBdauer
wurden evtl. Einfliisse des Sampling Circuit auf die Giite der Ergebnisse verhindert.

Durch Verinderung des Bit-Streams wurde mit Hilfe folgender Regel

BB | 01 10 11 00
b; 0 1 - -

Tabelle 1
Bit-Operationen zur Erzeugung
eines symmetrischen Musters

aus dem zunichst unsymmetrischen Muster (f;) ein symmetrisches Muster (bj) gemacht.

Als Konsequenz aus den Erfahrungen mit der ersten Puran-CD wurde die Aufnahme der Random-Bits stindig
durch statistische Tests tiberwacht. Ein Teil, etwa 0.54 Gbyte, der gemessenen 2 Gbyte an Zufalls-Bits wurde
dann auf der Puran-2-CD gespeichert.

Weiterfiihrende Informationen iiber Versuchsanordnungen dieser Art finden sich in [Ri92], die verwendete
Datenstruktur und sonstige technische Details entnehme man dem Abschnitt iiber die Implementierung der
Generatoren.

Eigenschaften

Durch weitreichende theoretische und empirische Untersuchungen wurde die Qualitit der Zufallszahlenfolge
dokumentiert (vgl. [Sc86] und [Sc87]), zusitzlich dazu sei der Leser auf das folgende Kapitel iiber den
Vergleichstest der Generatoren verwiesen, wo anhand zweier ausgewahlter Tests die Eigenschaften der
erzeugten Zufallszahlenfolge hinsichtlich Gleich- verteilung und Korrelation noch einmal iiberpriift wurden.

Uber die guten empirischen Eigenschaften sollte man eines nicht vergessen: Der eingeschriinkte Platz einer CD
der heutigen Generation (ISO 9660) von etwa 650 MB LBt in Verbindung mit der 32-bit Reprisentation der
Zufallszahlen, nur sehr geringe Periodenlingen zu. Um Lesefehler des CD-Laufwerkes korrigieren zu konnen,
wird bei der Puran-2-CD der vorhandene Platz durch Speicherung von Parity-bits noch weiter eingeschrinkt.

Zusammenfassung

Der Lagged-Fibonacci-Generator stellt also eine durchaus gelungene Weiterentwicklung der linearen
Kongruenzmethode dar. Durch geschickte Wahl der Rekursionsvorschrift ist es gelungen einen der wesentlichen
Nachteile des LCG zu beseitigen.

Inwieweit sich der Lagged-Fibonacci-Generator etablieren wird, wird vor allem darauf ankommen, wie gut er
das zweite wesentliche Problem der LCGs, die regelmiBige Lattice-Struktur in hoherdimensionalen Riumen, in
den Griff bekommen kann. Bei AbschluB dieser Arbeit waren mir hierzu keine Erkenntnisse zuginglich.
Zusammenfassend ist zu sagen, daB die oben erwiihnten Generatoren eine klare Bereicherung auf dem Sektor der
Zufallszahlengenerierung  versprechen. ICG und EICG bieten fiir einen geringfiigig hoheren
Berechnungsaufwand empirische und strukturelle Vorteile gegeniiber dem LCG. Wie in der Einleitung bereits
angemerkt, wird es keinen Zufallszahlengenerator geben, der alle Anforderungen der Simulationstechnik zu
18sen vermag. Sicherlich wird man in Zukunft Spezialfille finden, die die inversen Generatoren vor Probleme
stellen. Deshalb ist es wichtig diese neuartigen Generatoren nicht als Konkurrenz, sondern als Bereicherung zu
klassischen Methoden der Zufallszahlenerzeugung, wie dem LCG, zu sehen.

SchlieBlich kann es nur von Vorteil fiir die Giite von Simulations- und Analyseergebnissen sein, wenn die
Maglichkeit zur Verifikation durch Liufe mit verschiedenen Zufallszahlengeneratoren gegeben ist.
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Vergleich der Generatoren

Expect the unexpected!
- Douglas Adams, The Hitch Hiker’s Guide to the Galaxy

Obwohl niemand die Notwendigkeit von Tests zur Ermittlung der Eigenschaften von Zufallszahlengeneratoren
leugnen kann, gehen die Meinungen iiber die Aussagekraft solcher Verfahren sehr weit auseinander. Betrachtet
man einige Veroffentlichung, so glaubt man sich in den Bereich der Esoterik versetzt. Die
Meinungsverschiedenheiten beginnen schon bei der essentiellen Frage, ob denn nun theoretische oder
empirische Tests das richtige Mittel wiren. Theoretische Tests eines Pseudozufallszahlengenerators beschiftigen
sich aufgrund der benétigten mathematischen Grundlagen mit sehr groBen Proben, in der Regel also mit der
gesamten Periode des Generators. In empirischen Tests konzentriert man sich auf die statistische Analyse relativ
kleiner Samples aus der Zufallszahlenfolge.
Leider ist die Mathematik bis heute die Integration beider Verfahrensweisen schuldig geblieben, d.h. die
theoretische Analyse groBer Folgen von Zufallszahlen 148t keinerlei Riickschliisse auf die Ergebnisse der
empirischen Tests des gleichen Generators zu und umgekehrt.
Trotzdem haben sich in iiber vier Jahrzehnten einige Verfahren zum Test von Pseudozufallszahlengeneratoren
zumindest soweit etabliert, daB sie allgemein als verldBliche Indikatoren gelten. Aus der Sicht der theoretischen
Analyse wire hier z.B. der Spektral-Test zu nennen, als verlidBliche empirische Tests gelten unter anderem die
beiden hier vorgestellten:

 der y% —Test, als ein typischer Test auf Gleichverteilung

¢ der Autokorrelationstest.
Da beide Tests als weitverbreitete Standardverfahren gelten konnen, wird im folgenden auf eine nochmalige
Beschreibung dieser Tests weitgehend verzichtet. Die Auswertung der Tests wurde mit Hilfe des
Programmpakets Octave (vgl. [Ea95]) durchgefiihrt.

Test auf Gleichverteilung

Testszenario

Der y2-Test wurde bereits im Jahr 1900 von K. Pearson veroffentlicht. Als verwendete Parameter sind:
*  x(i) die erwartete Verteilung, die mit der gemessenen verglichen werden soll.
¢ ndie GroBe der gemessenen Probe (,,Sample”).
* k die Anzahl der Intervalle; der Definitionsbereich der Verteilung wird also zerlegt in
lao,a1),[a1,a2), -..,[ak-1,ak).
*  N; die Anzahl von Zufallszahlen aus dem gewithlten Sample, die in das j-te Intervall, also in [aj1,a;)

fallen, es gllt Z Nj=n.
¢ Pjdie anhand der erwarteten Verteilung errmttelte Anzahl von Zufallszahlen, die in das j-te Intervall
fallen sollten, im diskreten Fall gilt also P; = Z x(z)
O/ /-nPj)
nF;

k ..
o x? die TestgroBe, definiert durch X —'21 , die im Falle einer Ubereinstinmung der beiden
F

Funktionen einer y2-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden folgt.
¢ Ho die Nullhypothese: Die gcmessenen Zufallszahlen sind Realisationen einer x(i)—verteilten
Zufallsvariable.

Fiir ein gegebenes Konfidenzniveau a wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls
X2 > Xkt
und nicht abgelehnt falls
X2 S Xi 1
Im vorliegenden Fall soll ein Test auf Gleichverteilung im Intervall [0; 1) durchgefiihrt werden.

Als wohl iltester ,,goodness-of-fit”’-Test eignet sich dieses Verfahren fiir einen solchen Test aus zwei Griinden
besonders gut:
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¢ Die erwartete Verteilung x(i) ist vollstindig bekannt, d.h. es muB kein einziger Parameter geschiitzt
werden. Dies erspart uns die Frage nach der Nichtablehnung der Nullhypothese im Bereich
Xi1a<xis x,%_m_,‘l_a, falls m Parametern zu schitzen gewesen wiren.

*  Fiir sinnvolle Aussagen braucht man auf jeden Fall einen ,unbiased” Schitzer, d.h. die Signifikanz
muB groBer sein als die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler vom Typ I. Um dies beim y2-Test
sicherstellen zu kénnen, ist es notig den ,,equiprobable approach” zu wihlen, d.h. die Intervalle
laj-1,a;j) fiir 1 £j <k so festzulegen, da Py =P, =...=P, auch fiir den diskreten Fall annihernd
gilt. Bei einer erwarteten Gleichverteilung bedeutet dies aber nichts anderes, als daB das Intervall
[0; 1) in k dquidistante Teile zu zerlegen

Dazu wurde ein Wert von k = 2! =4096 gewihit. Dieser Wert erwies sich als geeignet, da weitere Verfeinerung
die Signifikanz des Tests nicht verbessert. Zudem miissen von jeder Zufallszahl nur die ,,most-significant” 12 Bit
ausgewertet werden, was einen entsprechend schnellen Test ermdglicht. Das fiir einen zuverlissigen Test
notwendige Verhiltnis von 4 >5 wird durch die im vorliegenden Fall gewihite SamplegroBe in Hohe von
218 = 262144 weit iiberschritten (%= % = 64). Da auch der absolute Wert von k im vorliegenden Fall gro8
genug gewihlt wurde, konnte folgende Approximation benutzt werden:

3
2 f
x%—l,l—a ~(k-1)- [1 ~9k-1) +Zi-a 9.(3_1) ]
wobei z1—q der obere 1 — a kritische Punkt einer N(0; 1) —Verteilung ist.
Fiir das Konfidenzniveau wurden die Werte @ = 0.10und a = 0.05 gewihlt.

Ergebnisse

Die benétigten kritischen Punkte aus der Standard-Normalverteilung sind:

kritischer Punkt 212

. Konfidenzniveau 1,282
a=0,10
Konfidenzniveau 1,645
a=0,05

Tabelle 2
kritische Punkte

Dies fiihrt zu den folgenden Quantilen:

Quantil Xiooso90 | Xioesoss
Werte 4211,40 4145,59

Tabelle 3
Quantile

Die Ergebnisse dieses Tests lassen sich anhand folgender Tabelle veranschaulichen

Generator LCG LFG ICG EICG Puran
x% —Teststatistik 4097,30 4069,31 4058,69 4121,10 414770
Tabelle 4
Ergebnisse
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Bild 7
Ergebnisse des y2 —Tests

Die zugehorige graphische Darstellung zeigt deutlich, daB bei Konfidenzniveaus von a=0,1 und a =0,05 alle
Generatoren gute Ergebnisse liefern. Einzig der Puran-Generator fillt in dieser Disziplin etwas ab und verfehlt
bei einem Konfidenzniveau von a = 0,05 das Ziel knapp.

Test auf Korrelation

Testszenario

Der Autokorrelationstest ist die einfachste und direkteste Art, Korrelationen zwischen Paaren von Zufalls-
variablen zu erkennen. Hierzu werden folgende Parameter benétigt:
e  X;,Xs,...,X, sei eine Folge von n Zufallsvariablen
e (; ist die Kovarianz zwischen Folgengliedern im Abstand j, definiert durch
Cj = Cov(xi, xisj) = E(xixis5)
e (y ist die Varianz der Zufallsvariable X;
* pi= -g’o— ist dann die Korrelation von der Zufallsvariablen im Abstand j (,,]ag” j)

In unserem Fall ist X;=x; zu setzen, jede generierte Zufallszahl wird also als Ausprigungen einer
gleichverteilten Zufallsvariable angesehen. Natiirlich wird die ein kovarianz-stationdres System angenommen,
d.h. Mittelwert und Varianz sind iiber die gesamte Zeitdauer hinweg als konstant anzusehen. Unter der
Hypothese, daB die x;’s gleichverteilt in U([0; 1[) sind, gilt:

e Exl=1%

e  Varix;]= -1-12-
und damit nach obiger Formel

b4 Cj=E(x,-xHj)—%

. CO = %
Also gilt

Pi= 12 E(x,-x,-+j) -3.

Bei einer Folge von generierten Zufallszahlen kann der Korrelationsschitzer i‘)j also direkt durch den
Mittelwertschitzer berechnet werden. Es ergibt sich damit:

~ h . 1
pj = ‘,‘,‘%‘ *onuk-j 'xl+(k+l)~j"3 mith = I_R-TJ -1
Fiir lange Folgen von Zufallszahlen ist obige Berechnung von 'ﬁj allerdings sehr zeitaufwendig. Der

Autokorrelationskoeffizient wurde daher durch Verwendung der Fast-Fourier-Transformation berechnet (vgl.
[Ro97]). _
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Unter der weitere Annahme, da8 die x;’s unabhingig voneinander wiren, also insbesondere pj =0 wiire, wiirde
gelten
oy 13047
Va"(l’ j) = (h+1)?
und damit wiire die normalverteilte TestgroBe
5

Aj= =

[Var3)
sogar standard-normalverteiit.
Die Nullhypothese Ho, daB die Korrelation p;=0 ist, wird also zu gegebenem Konfidenzniveau a abgelehnt,
falls die TestgroBe |A jl >z ist. 2. ist dabei wieder das 152 _Quantil der N(0; 1) —Verteilung.
Im vorliegenden Fall wurden die gesamte Zufallszahlenfolge, sowie die Substreams (xs..) bis (x10.,) jedes
Generators, beziiglich Korrelation fiir lags 1,..,20 untersucht, die Sample-GroBe betrug wieder 28 = 262144,
die betrachteten Konfidenzniveaus waren 0.1 und 0.05. Die Ergebnisse dieses Test, angewandt auf die genannten
Generatoren ist auf den folgenden Seiten dargestellt.

Ergebnisse

Die Darstellung der Autokorrelationsfunktion fiir die gesamte Folge ergibt sich wie folgt:

LCG LFG ICG EICG Puran
Lag 0 1,0000E+00 1,0000E+00 1,0000E+00 1,0000E+00 1,0000E+00 .
Lag1 2,8291E-04 -1,5095E-03 -1,6503E-03 -1,9’_747E-03 -1,1779E-03
Lag 2 1,2360E-03 9,5553E-04 1,0233E-03 1,1650E-03 1,6951E-03
Lag 3 -9,8549E-05 -1,4860E-03 1,1612E-03 5,1249E-04 -5,1049E-04
Lag4 1,3841E-03 9,5586E-04 -1,0570E-03 -2,9810E-03 -3,3548E-03
Lag$ -5,1391E-04 -7,4669E-04 1,4864E-03 -3,5174E-03 -2,3197E-03
. Lag6 -1,6678E-03 9,4755E-04 2,4976E-03 1,5925E-03 4,9906E-04
Lag 7 1,6038E-03 -3,4491E-03 -2,5676E-04 -1,8712E-03 -5,7327E-04
Lag 8 3,2353E-03 2,4788E-03 1,5241E-03 -1,6631E-03 2,3519E-03
Lag9 -2,9832E-03 -3,4533E-03 1,3085E-03 7,3252E-04 -3,0741E-03
Lag 10 -4,2835E-04 9,4515E-04 -8,7698E-04 -1,6114E-03 2,9514E-03
Tabelle 5
Autokorrelationsfunktion
0,01
LCG
0,005
0
-0,005
-0,01
O ™ N M < W OM~MOD”N”O
OO DD OO T
3355333335313 §’
Bild 8

Autokorrelationsfunktion
Schon an der Autokorrelationsfunktion wird sichtbar, daB keine der getesteten Zufallszahlenfolgen merkliche
Korrelation aufweist. Der Plot der TestgroBe bestitigt dies eindeutig, da im Vergleich zu den Quantilen aus der
N(0; 1) —Verteilung, keiner der Werte signifikant von der 0 abweicht.
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LCG LFG ICG EICG Puran
Lag 0 1,0000E+00 1,0000E+00 1,0000E+00 1,0000E+00 1,0000E+00
Lag 1 3,3713E-03 -1,7990E-02 -1,9670E-02 -2,3530E-02 -1,4040E-02
Lag 2 1,2390E-02 9,5750E-03 1,0250E-02 1,1670E-02 1,6990E-02
Lag 3 -8,9260E-04 -1,3460E-02 1,0520E-02 4,6420E-03 -4,6240E-03
Lag4 1,3570E-02 9,3690E-03 -1,0360E-02 -2,9220E-02 -3,2880E-02
Lag 5 -4,0950E-03 -5,9510E-03 1,1850E-02 -2,8030E-02 -1,8490E-02
Lag 6 -1,2700E-02 7,2150E-03 1,9020E-02 1,2130E-02 3,8000E-03
Lag 7 1,1530E-02 -2,4790E-02 -1,8450E-03 -1,3450E-02 -4,1200E-03
Lag$8 .2,2870E-02 1,7520E-02 1,0770E-02 -1,1760E-02 1,6630E-02
Lag9 -2,0410E-02 -2,3620E-02 8,9510E-03 5,0110E-03 2,1030E-02
Lag 10 -2,8700E-03 6,3340E-03 -5,8770E-03 -1,0800E-02 1,9780E-02
Tabelle 6
Plot der TestgroBe

Im Vergleich dazu die Quantile der N(O; 1) —Verteilung:

kritischer Punkt 22

Konfidenzniveau 1,282
a=0,10
Konfidenzniveau 1,645
a=0,05

Tabelle 7
Quantile

Um eine bessere Ubersichtlichkeit zu gewihrleisten wurde der Wertebereich der folgenden Grafik auf ein
sinnvolles MaBl eingeschrinkt. Die weit oberhalb und unterhalb liegenden Quantile sind deshalb nicht

eingezeichnet.
0,1
LCG
0,05
LFG
0 —
EICG
-0,05 Puran-2
-0,1
OCrNMTNWONDOD O
DD DT
T8 CC COAOCADTC T O
dddddddadd s
Bild 9
TestgroBe A;

Die Teilfolgen erzielten die gleichen guten Ergebnisse, von der Darstellung aller dieser Kurven wurde aus
. Griinden der Ubersichtlichkeit Abstand genommen.

Dies bedeutet, daB8 keiner der Generatoren im getesteten Bereich Korrelationen aufweist. Wir haben bereits

oben, bei der Vorstellung des LCG gesehen, daB aber auch ,long-range”-Korrelationen auftreten kdnnen, die in

diesem Test natiirlich nicht beriicksichtigt wurden.
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Fazit

Natiirlich haben die Ergebnisse obiger Standardtests, wie bereits wiederholt betont, nur ein begrenztes
Aussagevermogen fiir eine Gesamtbeurteilung der einzelnen Generatoren. Zusammen mit den in der Einleitung
aufgefilhrten Eigenschaften kristallisiert sich folgendes Bild heraus: Entgegen dem am Kapitelanfang
gebrauchten Zitat haben sich die bereits in der Einfilhrung genannten Qualititen der getesteten Generatoren
weitgehend bestitigt. Keiner der getesteten Generatoren weiBt in der produzierten Zufallszahlenfolge
nennenswerte Korrelation auf. Bis auf den Puran-2-Generator ist auch keine signifikante Abweichung von der
Gleichverteilung erkennbar. Nachdem letztgenannter Generator auch in der maximalen Periodenlinge gegeniiber
den anderen Generatoren etwas abfillt, ist er fiir die Simulation umfangreicher Systeme nur bedingt geeignet.
AbschlieBend 14Bt sich feststellen, daB die neuen Generatoren in jeder Bezichung eine Bereicherung fiir die
Praxis der Simulationstechnik darstellen. Auch wenn der LCG wohl auch in Zukunft das ,,Arbeitspferd” der
Simulationstechnik bleiben wird, so sind die neuen Generatoren doch eine sinnvolle Erweiterung fiir Gebiete, wo
der konventionelle LCG aufgrund seiner o.g. Schwichen nur bedingt oder iiberhaupt nicht einsetzbar ist. Auch
der Einsatz der neuen Generatoren im Bereich der Verifikation von Simulationsergebnissen sollte dabei nicht
unterschétzt werden. Simulationslédufe mit den neuen Generatoren erleichtern die Eliminierung und Entdeckung
von Effekten, die durch den Generator erst erzeugt wurden bedeutend.

Nach der Pridsentation dieser Ergebnisse soll nun noch kurz auf die Implementierung der Generatoren
eingegangen werden. : '
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Implementierung der Generatoren

Zielsetzung

Von Anfang an stand fest, diese Generatoren nicht nur zu implementieren, um die fiir die Tests notwendigen
Outputs zu erhalten. Erwiinscht war auBerdem die Einbindung dieser neuen Generatoren in das Programmpaket
Delphi, um deren Qualititen auch in groBen Simulationsprojekten zu testen.

Programmpaket Delphi

Das Simulationspaket Delphi wurde zur Simulation umfangreicher Warteschlangensysteme entwickelt. Heute
wird Delphi unter dem Namen ,,Factory Explorer” von seinem Entwickler F. Chance kommerziell vertrieben, fiir
Informationen hierzu siche www.chances.com.

Die letzte, fiir Universitits- und Lehrzwecke frei erhiltliche Version von Delphi, Version 8, Level 29, basiert
auf der Programmiersprache C (vgl. [Ch91]). Um die Einbindung mdglichst reibungslos zu gestalten, wurde
deshalb bei der Programmierung der Generatoren ebenfalls auf die Vorteile der objektorientierten
Programmierung verzichtet. -
Delphi war in der vorliegenden Version nur mit einem linearen Kongruenzgenerator (LCG(23! —1,a,b,y))
ausgeriistet. Die zur Verfiigung gestellten Funktionen im Bezug auf den Zufallszahlengenerator erklirt
umseitiger Auszug aus dem Delphi-Code:

Usage: (Three functions)

0. Before executing any of the following functions,
execute
kinit (last_stream)
where last_stream is any number from 1 to 21,474. This
initializes the seeds for each of the streams from
1 to last_stream.

1. To obtain the next U(0,1) random number from stream "stream, *
execute
u = krand(stream);
where krand is a double function. The double variable u will
contain the next random number.

2. To set the seed for stream "stream” to a desired value zset,
execute
krandst (zset, stream);
where krandst is a void function and zset must be a long set to
the desired seed, a number between 1 and 2147483646 (inclusive).
Default seeds for all 1000 streams are given in the code.

3. To get the current (most recently used) integer in the sequence
being generated for stream "stream" into the long variable zget,
execute

zget = krandgt(stream);
where krandgt is a long function.

Folgende Funktionen stehen im Einzelnen dazu zur Verfiigung

¢ long krandnt(void); /* Return Number of times called. */
¢ void kinit(int last_stream); /* Initialize streams. */

®* double krand(int stream); /* Generate next random number */

* wvoid krandst(long zset, int stream); /* Set stream’s current position. */
* long krandgt(int stream); /* Get stream’s current position. */
* void krand_save_streams (void) ; /* Save stream information. */

® void krand_restore_streams (void); /* Restore stream information. */

Aus diesem Grund war bis dato eine Datenstruktur in Form eines eindimensionalen Array of Long fiir
Speicherungs- und Initialisierungszwecke villig ausreichend. Der jeweilige Stream wurde iiber den Index des
Array, die jeweils aktuelle Zahl des Streams iiber den zugehérigen Wert abgefragt.
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- Implementierung

Diese Datenstruktur erwies sich fiir die neuen Generatoren als vollig ungeeignet. Insbesondere der
Fibonacci-Generator, der zur Erzeugung der nichsten Zufallszahl auf die Kenntnis der 97 letzten angewiesen ist,
erfordert eine Datenstruktur, die es mdglich macht mindestens jene letzten 97 Elemente eines Streams stets parat
zu haben. Aus Effizienzgriinden war auch in Hinblick auf den Puran-2-Generator eine solche Datenstruktur
wiinschenswert, da bei der geringen Zugriffsgeschwindigkeit auf ein Massenspeichermedium wie CD-drive oder
Harddisk eine Pufferung der Daten unerlédBlich ist. Um schlieBlich die gegebene Funktionalitiit voll beibehalten
zu konnen, muBte die Moglichkeit geschaffen werden ganze Streams abzuspeichern bzw. zu laden.

gewiihlte Datenstruktur
Um diesen Anforderungen zu geniigen und im Hinblick auf evtl. Erweiterungen méglichst flexibel zu sein,
wurde eine doppelte Listenstruktur gewihlt. Folgende Skizze gibt einen Uberblick:

pointer: head pointer: next

pointer: snext ——» i

Element 1

pointer: snext ———p i

Element 2

. ’..

pointer: actnext -

pointer: snext ——»

Element m

Null Null Null

Bild 10
Datenstruktur

Die grundsitzliche Struktur wird dabei durch die Headerelemente , stream 1” bis ,stream n” gebildet. Jedes
Headerelement wurde neben der Streamnummer mit drei Pointern versehen. Der erste, bezeichnet als , next”
stellt die Verbindung zum ndchsten Stream dar, zeigt also wieder auf ein Headerelement. Die beiden anderen
Pointer zeigen auf die Elemente des zugehorigen Streams. Der Pointer ,,snext” zeigt auf das aktuell erste
Element des Streams, der Pointer ,,actnext” auf erste, noch nicht benutzte Element des Streams. Dieser Pointer
muB also beim Auslesen einer Zufallszahl aus dem Stream jeweils weitergesetzt werden. Hierdurch wird der
Aufwand zur Kennzeichnung oder Indizierung bereits gebrauchter Zufallszahlen des Streams eingespart, die
Datenstruktur organisiert sich also weitgehend selbst.

Die einzelnen Streamelement bilden eine einfach verkettete Liste und enthalten jeweils den hierfiir notwendigen
.»snext”-Pointer sowie die entsprechende Zufallszahl in long- und double-Reprisentation. Zudem wurde ein Feld
fiir die Hilfsvariable des Lagged-Fibonacci-Generators vorgesehen.

Im folgenden soll nun nur noch kurz auf die Implementierung der einzelnen Generatoren eingegangen werden.

Linearer Kongruenzgenerator

Das Programmpaket Delphi war in der vorliegenden Version mit einem konventionellen LCG ausgeriistet.
Dieser Generator wurde in dieser Form weitestgehend beibehalten, Anderungen wurden nur durchgefiihrt wo
dies im Hinblick auf die neue Datenstruktur notwendig wurde.
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Folgender Programmausschnitt erklirt die Arbeitsweise des Generators und die verwendeten Parameter:

/* constants for the linear congruential generator */

#define LCG_MODLUS 2147483647
#define LCG_MULT1 24112
#define LCG_MULT2 26143

/* compute next value from old ‘value’*/

lowprd = (value & 65535) * LCG_MULTI1;
hi3l = (value >> 16) * LCG_MULT1 + (lowprd >> 16);
value = ((lowprd & 65535) - LCG_MODLUS) +

((hi3l & 32767) << 16) + (hi3l >> 15);
if (value < 0)
value += LCG_MODLUS;

lowprd = (value & 65535) * LCG_MULTZ2;
hi3l = (value >> 16) * LCG_MULT2 + (lowprd >> 16);
value = ((lowprd & 65535) - LCG_MODLUS) +

((hi3l & 32767) << 16) + (hi3l >> 15);
if (value < 0)

value += LCG_MODLUS;

Lagged-Fibonacci-Generator

Der obigen Beschreibung des LFG ist eigentlich nichts hinzuzufiigen, als einer kurzen Bemerkung zur
Initialisierungssequenz.
Durch Verwendung zweier Generatoren wird jeweils eine Zufallszahlenfolge (s,) und (¢,) auf folgende Art und
Weise erzeugt:

®  Sp=5n-3-Sp-2-Sn-1 (mod 179)

* 1, =531, +1 (mod 169).

Beide Generatoren erzeugen jeweils 97 - 32 = 3104 Zufallszahlen. Die Generierung der ersten 97 Zufallszahlen
des eigentlichen Streams erfolgt dann aufgrund der Berechnung von Zufallsbits durch

e b;=0fallss;-t; (mod 64) <32

e b;=1 sonst
und anschlieBendes Zusammensetzen der Bits zu den Zufallszahlen

yi=biba.bxn

y2=b33b34...beas

y91 = b3013b3074...b3104

Als Startwert fiir egdient im vorliegenden Fall die Zahl 15362436.
Folgende Ausschnitte zeigen nochmals Arbeitsweise und Parametersatz:

/* constants for the fibonacci generator FIB(97,33) */
#define FIB_MODLUS 4294967296.0
#define FIB_MULTI1 362436069.0
#define FIB_HELP1l 15362436.0

/* fibonacci generator Fib(97,33) */

valuel=dmod(abs (stream_97->rn_l - stream_33->rn_1l), FIB_MODLUS);
value2=dmod (abs (value2 - FIB_MULT1l), FIB_MODLUS);
value=dmod(valuel + value2,FIB_MODLUS);

/* + instead of - because value2 is abs(value2) */

stream_97 und stream_33 sind dabei Pointer auf die benétigten Elemente xx-97 und x,-33 im aktuellen Stream.
Inverser und explizit inverser Kongruenzgenerator

Sowohl inverser, als auch explizit inverser Generator sind 1:1 anhand ihrer Erzeugungsvorschrift zu
implementieren.

/* constants for the inversive congruential generator 'short icg’'*/
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#define ICG_MODLUS 2147483647
#define ICG_MULT 1
#define ICG_ADD 1

/* compute next value from o0ld ‘value’*/

value
value

inverse_gordon(value, ICG_MODLUS);
dmod (ICG_MULT * value, ICG_MODLUS) + ICG_ADD;

Die Berechnung des EICG liuft dann vollig analog. Einzig die Berechnung des mulitplikativ inversen Elements,
die beiden Verfahren eigen ist, verdient einige Beachtung.

Wie bereits oben erwihnt eignet sich hierfiir u.a. der Algorithmus von Euklid. In der vorliegenden
Implementierung wurde ein leicht abgewandeltes Verfahren, der Algorithmus von Gordon, eingesetzt. Die
urspriingliche Implementierung stammt von Ottmar Lendl von der Universitit Salzburg und wurde
freundlicherweise fiir Forschungszwecke zur Verfiigung gestellt. Der folgende Ausschnitt stammt aus diesem
Original-Source-Code und verdeutlicht die Arbeitsweise:

/
Copyright (c) 1996 Otmar Lendl (lendl@cosy.sbg.ac.at)
All rights reserved.

Redistribution and use in source and binary forms, with or without
modification, are permitted without a fee provided that the following
conditions are met:

1. This software is only used for private, research, or academic
purposes.

2. Redistributions of source code must retain the above copyright
notice, this list of conditions and the following disclaimer.

3. Redistributions in binary form must reproduce the above copyfight
notice, this list of conditions and the following disclaimer in the
documentation and/or other materials provided with the distribution.

. Any changes made to this package must be submitted to the author.
The legal status of the submitted changes must allow their inclusion
into this package under this license.

5. Publications in the field of pseudorandom number generation, which
made use of this package must include a reference to this package.

Modular Inversion. Based on Gordon’s Algorithm (improvement of euclids)

Input:
a,p Two prng_num, gcd(a,p) should be 1 !
Output:
prng_num which satisfies:
a’" *a=1 (for a = 0)
a’ =0 (for a == 0)

* % ok % ok % % R Ok % F % Ak % % %k F * F F % % % % * ¥ % ¥ F % o % * * % * *
[-Y

~

prng_num inverse_gordon(prng_num a,prng_num p)

{
s_prng_num INV,U,V,HCF, temp2;
prng_num temp; /* must be UNSIGNED ! I need the bit ! */

int EnterLoop, shifts;

if (a <= 1) /* trivial cases */
return(a);

HCF = p; INV = 0; V= 1; U = a;

do
{
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L2

shifts = -1; EnterLoop = FALSE;
if (HCF<U)
temp = 0;

{
EnterLoop = TRUE; temp = U;
while ( temp <= HCF)

{

shifts++;

temp = temp << 1;

}

else

temp = temp >> 1;

}i

HCF - temp; HCF = U; U = temp2;
INV; INV = V;

temp2
temp2

if (EnterLoop)
{

V = V << shifts;

temp2 -= V;
}
V = temp2;
}
while (! (0 == U) || (U == HCF));

if (INV < 0) INV += p;

if (HCF != 1)

{
fprintf (stderr,
a *inverse_gordon: HCF is %1d\n",HCF);

}

return (INV) ;
}
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